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4. Ueber irreversible Strahlungsvorgdnge;
von Max Planck.
(Nach den Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin vom 4, Februar
1897, 8. Juli 1897, 16. December 1897, 7. Juli 1898, 18. Mai 1899 und

nach einem auf der 71. Naturf.-Vers. in Miinchen gehaltenen Vortrage
fiir die Annalen bearbeitet vom Verfasser.)

Die nachfolgende Arbeit enthilt eine Darlegung der Haupt-
ergebnisse meiner unter dem obigen Titel verdffentlichten Unter-
suchungen iiber die Bedeutung des zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik fiir die Erscheinungen der Warmestrahlung,
vom Standpunkt der elektromagnetischen Lichttheorie betrachtet.

Dass auch die strahlende Warme den Forderungen des
zweiten Hauptsatzes Geniige leistet, dass z. B, die gegenseitige
Zustrahlung verschieden temperirter Kérper immer im Sinne
einer Ausgleichung ihrer Temperaturen erfolgt, ist wohl all-
gemein unbestritten, und schon G. Kirchhoff hat hierauf seine
Theorie des Emissions- und Absorptionsvermbgens der Korper
gegriindet. Daher macht es die fortschreitende Erkenntnis
der elektromagnetischen Natur der Wirmestrahlung zur dringen-
den Aufgabe, den zweiten Hauptsatz der Wirmetheorie in seiner
Anwendung auf die strablende Wiarme rein elektromagnetisch
2t begreifen und womdglich auch zu beweisen. Erste Voraus-
sstzung hierbei ist natiirlich, dass man die Erscheinungen der
Kmission und Absorption strahlender Wirme als elektro-
magnetische Vorgéinge auffasst, dass man also die Emission
von Wirmestrahlen als bedingt ansieht durch die Aussendung
elektromagnetischer Wellen von Seiten gewisser elementarer
Oscillatoren, die man sich in irgend einem Zusammenhang
mit den ponderablen Atomen der strahlenden Korper denken
Mmag, und ferner, dass man die Absorption strahlender Warme
hicht etwa als Folge eines galvanischen Leitungswiderstandes
oder irgend einer Art Reibung, sondern lediglich als Resonanaz-
Philnomen auffasst, indem die genannten Oscillatoren nicht
mr Wellen aussenden, sondern auch durch auffallende Wellen
Z Schwingungen angeregt werden. Hierin liegt zugleich in-
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begriffen, dass die Dampfung der, elektrischen Schwingungen,
die ein Oscillator ausfithrt, lediglich durch die Ausstrahlung
elektromagnetischer Energie verursacht wird. Jede andere Art
von Dédmpfung wiirde namlich locale (Joule'sche oder Reibungs-)
Wiarme erzeugen miissen, und durch die Annahme einer ,,Er-
warmung der Atome® wiirde keine Lésung der Aufgabe, sondern
im Gegenteil eine ins Ungemessene gehende Vermehrung ihrer
Schwierigkeit geschaffen.

Denken wir uns also in einem homogenen Isolator, etwa in
einem Vacuum, das rings von festen spiegelnden Wianden wm-
schlossen ist, eine Anzahl solcher schwingender elementarer Oscil-
latoren von bestimmten Kigenperioden befindlich, so werden die-
selben durch ihre Schwingungen Wellen emittiren und dadurch
Energie verausgaben, gleichzeitig aber auch wieder die auf sie
fallenden Wellen durch Resonanz selectiv absorbiren und dadurch
ihre Schwingungsenergie verstirken. Vom thermischen Stand-
punkt aus betrachtet muss fiir diesen, allen #usseren Einfliissen
entzogenen Vorgang der zweite Hauptsatz gelten, d. h. die Ver-
inderungen gehen in einem bestimmten Sinne vor sich, indem

die Entropie des ganzen Systemes fortwihrend wichst, und

endigen schliesslich in einen stationiren Zustand, den des
Wirmegleichgewichtes, der durch das Maximum der Entropie
bestimmt ist,

Gilt nun das nimliche auch dann, wenn man den Vor-
gang rein vom elektromagnetischen Standpunkt betrachtet?
Existirt auch dann eine durch den augenblicklichen Zustand des
Systemes bestimmte, etwa als elektromagnetische Entropie zu
bezeichnende Grosse, welche im Laufe des Processes fort
wihrend wiichst? Auf den ersten Blick muss diese Frage
principiell verneint werden, und zwar aus folgendem Grunde.
Die Veriinderungen des betrachteten Systemes werden geregelt
durch die elektromagnetischen (Maxwell'schen) Grundglei-
chungen und durch die Grenzbedingungen an den spiegelnden
Winden und an den oscillirenden Resonatoren, wobei jeglicher
Reibungsvorgang oder galvanischer Leitungswiderstand aus-
geschlossen ist. Daher lassen sowoh! die Grundgleichungen
als auch die Grenzbedingungen fiir jeden moglichen Vorgang

auch den gerade umgekehrten zu; denn zu jeder Lisung des .

(leichungssystemes kann man eine entsprechende entgegen-
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gesetzte finden, indem man das Vorzeichen der Zeit und zu-
gleich das der magnetischen Kraft umkehrt. Damit ist aber
offenbar die vom Entropieprincip geforderte Hinseitigkeit der
Verinderungen keineswegs gewihrleistet. Ja, es scheint auch
gar keine Aussicht vorhanden, durch Einfiithrung einer neuen,
ausserhalb der Maxwell’schen Gleichungen stehenden Hypo-
these diejenige Beschriankung der zulidssigen Lisungen einzu-
fihren, welche zum zweiten Hauptsatz der Warmetheorie hin-
leitet. ~Denn die Maxwell’schen Gleichungen bestimmen
bekanntlich bei gegebenem Anfangszustand und gegebenen
Grenzbedingungen den Vorgang eindeutig und fiir alle Zeiten.
Was also ausserdem noch hinzugefiigt wird, wire entweder
falsch — dann n#mlich, wenn es einen Widerspruch gegen
die Maxwell’schen Gleichungen enthilt —, oder es wire
itberfliissig —, wenn es keinen derartigen Widerspruch enthilt.
So einfach und biindig diese Ueberlegung erscheint, so
hat sie dennoch eine Liicke. Es ist in der That nicht nur
mdglich, sondern sogar unumginglich notwendig, neben den
Maxwell’schen Gleichungen noch eine besondere Hypothese
einzufithren, wenn man in dem vorliegenden Falle auf rein
elektromagnetischem Wege iiberhaupt zu bestimmten Resultaten
kommen will. :
Zur besseren Anschaulichkeit exemplificire ich auf einen ein-
fachen concreten Fall. Denken wir uns einen aus einem con-
tinuirlichen Spectrum herausgeschnittenen monochromatischen
Licht- oder Wirmestrahl, etwa von der Farbe einer der
. O-Linien, von constanter Intensitat, und durch ein Nicol’-
sches Prisma polarisirt, so wird, vom thermischen Standpunkt
betrachtet, der Strahl vollstindig definirt sein, wenn ausser
seinen rein geometrischen Bestimmungsstiicken die Polarisations-
ehene, die Farbe und die Intensitit gegeben ist. Nun weiss
man, dass es absolut scharfe Linien im Spectrum nicht giebt,
d_. b. dass auch der homogenste Strahl cinen gewissen end-
h?h(m, wenn auch nech so geringen Bezirk im Spectrum ein-
Mmmt.  Dieser Unbestimmtheit kénnte etwa dadurch abge-
hf)lfen werden, dass man zu der Schwingungszall, welche die
Farbe charakterisirt, noch die Angabe der Breite des von
dfim Strahl eingenommenen Spectralbezirkes hinzufigt. Mit
diesen Daten wird der Thermodynamiker zufrieden sein; er
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wird, und zwar, wie die Erfabrung lebrt, mit Recht, erwarten, -
dass alle Wirkungen, die dieser Strali unter gewissen gegebenen
Umstinden ausiibt, vollkommnien bestimmte sind.

(Ganz anders wird man vom elektrodynamischen Stand-
punkt aus die Sache ansehen. Will man namlich den Strahl
als elektromagnetische Welle darstellen, indem man etwa die
auf der Polarisationsebene des Strahles senkrecht stehende
elekirische Kraft an einem bestimmten Ort als Function der
Zeit bestimmt, so ecrgiebt sich fir den monochromatischen
Strahl, mag er auch noch so homogen sein, eine vielfach un-
endiiche Zah! von Mdglichkeiten. DTenn nehmen wir an, der
Spectralbezirk des Strahles umfasse auch nur den millionsten
Teil des sichtbaren Spectrums, also ein Schwingungsintervall,
das etwa durch das Verh&ltnis 1:1,000001 dargestellt wird,
5o bleibt fiir die Periode der betrachieten Welle noch die Aus-
wahl unter allen zwischen 510 Billionen und 510000510000000
gelegenen Schwingungszahlen, d. h. unter 510 Millionen ver- |
schiedenen Schwingungszahlen iibrig. Entwickelt man, was |
immer moglich ist, die elektrische Kraft als Function der Zeit |
fir die Dauer einer Secunde in eine Fourier’sche Reihe, so
wird im allgemeinen jede dieser 510 Millionen Schwingungs.
zahlen in der betrachteten Welle vertreten sein, und da jeder
einfach periodischen Partialschwingung eine andere Amplitude
und eine andere Phase entsprechen kann, so haben wir im
Ganzen noch zweimal 510 Millionen unbekannte Grissen, zu
deren Bestimmung nur die beiden Grossen zur Verfiigung sind,
welche die Intensitit und die Spectralbreite des Strahles an-
geben. Diese Grissen sind als gewisse Mittelwerte aufzu-
fassen, aus denen man natiirlich keine bestimmten Schlisse
auf die einzelnen Partialschwingungen der Fourier’schen Reihe
zichen kann. ¥ine Messung derselben ist schon auns dem |
Grunde undenkbar, weil die Partialschwingungen einzeln iber- '
haupt gar keine unmittelbare physikalische Bedeutung haben; '
denn die Glieder der Reihe hingen von der Wahl der Grund-
periode ab.

Andererseits darf man aber auch nicht glauben, dass die
Werte der Amplituden und Phasen der einzelnen Partial-
schwingungen, wenn ihre Perioden so nahe beieinander liegen, |

. . " . H
iiberhaupt ohne merklichen Einfluss seien auf die vom ganzen |
[
|



Irreversible Strahlungsvorginge. 73

Strahl aunsgehenden messbaren Wirkungen. Allerdings: wenn
es sich nur um die Messung der Gesamtintensitit des
Strahles handelt, kommt nur die Summe der Einzelstrahlungen
in Betracht. Aber gerade in dem vorliegenden Falle haben
wir es mit der selectiven Absorption der Strahlung durch
Resonatoren mit bestimmien Kigenperioden zu thun, und man
weiss, dass, je kleiner das logarithmische Diampfungsdecre-
ment eines Resonators ist, um so kleinere Verinderungen der
Schwingungsperiode der erregenden Welle dazu gehiren, um
recht betriichtliche Aenderungen der Resonanzwirkung nach
sich zu ziehen. In der That wirde es leicht sein, bei Fest-
haltung der Farbe, Spectralbreite und Intensitit des Strahles
die Verteilung der Amplituden und Phasen auf die einzelnen
Partialschwingungen so vorzunehmen, dass die Resonanz-
wirkungen auf einen und denselben Resonator die allerver-
schiedensten und sonderbarsten Eigenschaften aufweisen wiirden.

Die angestellte Ueberlegung {ihrt also zu dem unaus-
weichlichen Schluss, dass bei gegebener Farbe, Spectralbreite
und Intensitit eines Strahles die Maxwell’schen Gleichungen
keineswegs ausreichen, um alle messbaren Wirkungen des
Strahles vorauszusagen, dass im Gegenteil die elektromagne-
tische Theorie in demselben Falle, wo die Thermodynamik
ein ganz hestimmtes Resultat fordert, geradezu unendlich viele
Moglichkeiten offen lasst, und dass man folglich vom Standpunkt
der Elektrodynamik zuniichst gendtigt ist, die gestellte Aufgabe
fir unzureichend formulirt und daher fiir unlosbar zu erkléren.

Will man sich also mit der Thermodynamik, und auch
mit der Frfahrung, in Uebereinstimmung setzen, so ist das
tur miglich anf Grund einer neuen, von den Maxwell’schen
Gleichungen” unabhangigen Hypothese. Kine derartige Hypo-
- these ist enthalten in dem unten (8 9) eingefithrten Begriff der
shatiirlichen Strahlung®. Wenn gesagt wird, ein elektro-
magnetischer Strahl besitze die Kigenschaften der natiirlichen
Stra,hhmg, so soll dies kurz gesagi heissen: Die Energie der
S'trahlung vertheilt sich vollkommen wnregelméissig auf die
®nzelnen Partialschwingungen, aus denen der Strahl zusammen-
gesetzt gedacht werden kanm.

Diese durch ihre Einfachheit fast selbstverstandlich schei-
nende Voraussetzung erweist sich dennoch bei weiterer Durch-
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filhrung als sehr weittragend. Zuniichst fiihrt sie auf rein

elektromagnetischem Wege mit Notwendigkeit zur Gitltigkeit
eines dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik analogen
Satzes. Wenn man, um wieder zu dem am Anfang betrach-
teten System vou Resonatoren zuriickzukehren, die Annahme
macht, dass simtliche im System vorkommende Strahlen zu
allen Zeiten die Eigenschaften der natiirlichen Strahlung be.
sitzen, so lisst sich eine elektromagnetische Function des Zu-
standes angeben, welche fortwihrend wichst, und deren Maxi.
mum mithin einen stationiren Zustand angiebt. Man kann
daher auch sagen: Die Hypothese der natirlichen Strahh},ng,
fiir alle Orte und Zeiten als giltig vorausgesetzt, enthalt in
nace den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik in seiner
Anwendung auf Strahlungsvorginge, sie ist nur ein anderer
Ausdruck fiir denselben. Ihr Vorteil besteht aber darin, dass

man die Grisse der Strahlungsentropie in allen Kinzelheiten, .

und damit auch den Betrag ihrer Aenderung in einer be-
stimmten Zeit angeben kann, wihrend der zweite Hauptsatz
in seiner gewdhnlichen Fassung den Begriff der Zeit tiber.
haupt nicht enthilt. Durch Identificirung der elektromagne-
tischen Entropie mit der thermodynamischen Entropie ergieht
sich ohne weiteres die elektromagnetische Definition der Tem-
peratur eines Wirmestrahles, und das Maximum der Entropie
ergiebt das Wirmegleichgewicht, d. b. den Zustand der statio-

niren Warmestrahlung. Das Gesetz der spectralen Energie. |

verteilung in diesem Zustande erweist sich als identisch mit
dem von W. Wien auf anderem Wege abgeleiteten Gesets,
das bekanntlich in neuerer Zeit durch die Untersuchungen von
F. Paschen, sowie von O. Lummer und E. Pringshein
experimentell in gewisser Anniherung bestatigt worden ist. —

Die hier unternommene elektrodynamische Deutung des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik legt es nahe, einen

kurzen vergleichenden Blick auch auf dessen mechanische |

Deutung, namentlich auf die entsprechenden Fragen- in der
kinetischen Gastheorie, zu werfen. Auch hier finden wir
bekanntlich denselben, oft besprochenen Gegensatz zwischen
den Grundgleichungen der Mechanik, welche einen vollkommen
reversibeln Charakter haben, ond dem Inhalt des zweiten
Hauptsatzes, welcher fiir alle wirklichen Vorginge Irrever

i
|
i
|
1
!
H
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sibilitdt fordert. Aber auch hier ldsst sich der Gegensatz
in ganz ahnlicher Weise 16sen durch die Kinfihrung einer be-
sonderen Hypothese, welche, solange sie in Giiltigkeit bleibt,
alle Consequenzen des zweiten Hauptsatzes in sich birgt. Es
ist dies in der Ausdrucksweise von L. Boltzmann?) die Hypo-
these der ,molecularen Unordnung®. Sie ist.notwendig und
hinreichend fiir die Existenz einer durch den augenblicklichen
Zustand bestimmten Function, welche sich fortwihrend in dem
nimlichen Sinne Andert und daher die wesentlichen Kigen-
schaften der Enfropie besitzt. Allerdings erweist sich die
Hypothese der molecularen Unordnung, falls man sie nicht
nur fir den Anfangszustand, sondern fir alle Zeiten giltig
annimmt, als unvereinbar mit der Voraussetzung einer end-
lichen Anzahl von einfachen, innerhalb starrer Winde ein-
geschlossenen Atomen, und dieser Umstand bereitet der Ein-
fihrung des zweiten Hauptsatzes als eines allgemeinen Principes
in die (Gastheorie eine gewisse Schwierigkeit, welche auf der
einen Seite zu Einwinden «gegen die Berechtigung der Gas-
theorie iiberhaupt, auf der anderen dagegen zu Zweifeln an der
Allgemeingiiltigkeit des zweiten Haupisatzes der Wirmetheorie
gefiihrt hat. Indessen handelt es sich hier in Wirklichkeit
gar nicht um eine derartige Alternative. Wenn man von den
eben genannten Voraussetzungen nur eine, etwa die Annahme
starrer Wiinde, deren Existenz im strengen Sinne ohnehin von
vornherein hchst unwahrscheinlich ist, fallen lisst, so scheint
einer allgemeinen Durchfithrung der Hypothese der molecularen
Unordnung nichts im Wege zu stehen, und damit bleibt aunch
vom Standpunkt der kinetischen Gastheorie aus die Maglich-
 keit gesichert, den zweiten Hauptsatz auf alle Zeiten auszu-
dehnen,

\ Fiir die Hypothese der natiirlichen Strablung, angewendet
uf den Fall eines zwischen spiegelnden Winden befindlichen
strahlenden Systemes, und die Frage ihrer unbeschrinkten
(?r'liltigkeit wiirde sich fibrigens wahrscheinlich eine ganz ihn-
liche Schwierigkeit wie die soeben geschilderte ergeben, fulls
Man auf die Natur der als Strablungscentren fungirenden
- elementaren Oscillatoren niher eingehen wollte. Das ist aber

e,

L Boltzmann, Vorlesungen iber Gastheorie 1. p. 21. 1595
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bei der hier entwickelten Theorie gar nicht ndtig, weil hiep
von vornherein die Voraussetzung eingefiihrt wird, dass die
Wellenliinge der Higenschwingung eines Oscillators gross ist
gegen seine linearen Dimensionen; und unter dieser Voraus. -
setzung lassen sich die Gesetze der Emission und Absorption |
ganz ohne Riicksicht auf die specielle Beschaffenheit deg -
Resonators entwickeln. Es kann auch z. B. ganz dahingestellt !
bieiben, ob die Schwingungen der elementaren Resonatoren |
auf Leitungsstromen (selbstverstindlich ohne galvanischen Wider. ¢
staud) oder auf Convectionsstromen (Bewegungen elektrisch ge. |
ladener Teilchen) beruhen. Sobald man aber diese Fﬁmge’
offen lisst, ist auch lkein Anhaltspunkt vorhanden, um dey
Giltigkeitsbereich der Hypothese der natiirlichen Strahlung |
zeitlich irgendwie einzuschrinken, und damit verlieren auch
die Bedenken gegen eine bestindige Zunalme der Entropie
ihre Stiitze. )

Erster Abschnitt.

Fmission und Abscrption elektromagnetischer Strahlung dureh gr
einen Resonator. :

§ 1. Schwingungen eines geradlinigen Resonators.

In einem von beliebigen elektromagnetischen Wellen |
durchzogenen Vacuum befinde sich ein geradliniger elektrischer
Resonator, dessen Eigenperiode einer im Verhaltnis zu seinen
Lineardimensionen grossen Wellenlange entspricht und dessen
Schwingungen nur durch Ausstrahlung von Energie in den um-
gebenden Ranm, nicht durch galvanischen Lieitungswiderstand
oder andere in seinem Innern wirksame, Energie consumirende
Vorginge geddmpft werden. Bezeichnet dann f(¢) das Moment
des vom Resonator zur Zeit ¢ dargestellten elektrischen Dipols, |
Z(#) die in die Richtung des Resonators fallende Companente‘?
der Intensitdt des elektrischen Feldes, welches von den im
Vacuum sich fortpflanzenden Wellen am Orte des Resonators |

i

1) Die folgende Darstellung bildet, mit einigen Abinderungen und |
Yusiitzen, eine Wiedergabe meiner letzten, das Wesentliche der Theoni |
zusammenfassenden Mittheilung an dic Berliner Akademie der Wissen |

schaften (vom 18. Mai 1899). .
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sebildet wird, beides gemessen im absoluten elektrostatischen
Maass, so ist die Schwingung des Resonators bestimmt durch
ceinen Anfangszustand (fiir £ = 0) und durch die {olgende Diffe-
rentialgleichung *):

3etg

472y,

(1) g?’;ﬂ- 2ﬁ1'0-$tf-+412:rjf‘=
¢ bedeutet hierbei die Lichtgeschwindigkeit im Vacuum, ¢ das
logarithmische Decrement der Schwingungsamplituden, das nach
den gemachten Voraussetzungen notwendig klein ist, », die
Schwingungszahl des Resonators (Anzahl der Schwingungen in
der Zeiteinheit).

Die Energie U, des Resonators ist bestimmt durch die
Heichung:

e dfy?
@ Vo= bKF (5
wobei die Constanten?):
‘ , leatyd Aty
®) A= B3ty b= 3¢5

Mit der Einfibrung von /) lasst sich die Schwingungs-

gleichung (1) in folgender Form schreiben:
g - 2

(4) AU, =4 ar_ 570 (m it

Das erste Glied rechts bezeichnet die in der Zeit d# vom
Resonator aus der Umgebung absorbirte Energie, das zweite
Glied die in derselben Zeit vom Resonator nach aussen emit-
tirte Energie. Wiahrend diese letztere ein constantes Vorzeichen
hat, wird, wie man sieht, die absorbirte Energie unter Um-
stinden negativ, namlich immer dann, wenn die ,erregende
Schwingung®, als welche wir Z kurz bezeichnen wollen, ent-
Begengesetat gerichtet ist dem im Resonator iliessenden elek-
trischen Strome, dessen Intensitit das Vorzeichen von df/de
l:esitzt. In diesem Falle wird also durch die ,erregende
bchwingung“ dem Resonator Fnergie entzogen.

1) M. Planck, Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin
D 165.°1896; Wied, Anu. 60. p. 598, 1897,
) L c.
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g 2. Darstellung der erregenden Schwingung durch ein
Fourier'sches Integral.
In jedem Falle lisst sich Z fiir ein Dbeliebig grosses end-
liches Zeitintervall, etwa von ¢ = 0 bis ¢ = 7, {olgendermaassen
schreiben:

(5) X = rdv- Coeos(2mart — 4,0,
[

wobei C, (positiv) und 7, gewisse Functionen der positiven
Integrationsvariabeln » bedeuten?), deren Werte iibrigens
durch das Verhalten der Grosse Z in dem genannten Zeitinterva]}
bekanntlich noch nicht bestimmt sind, sondern ausserdem nock
von der Art abhéingen, wie die Zeitfunction Z iber jenes In-
tervall hinaus nach beiden Seiten fortgesetzt wird, KEs wire
daher auch ganz unrichtig, wenn man die Schwingung Z sich
etwa als ein continuirliches , Spectrum* von periodischen Schwin.
gungen mit den constanten Amplituden (), vorstellen wiirde.

Wir wollen 7' so gross wihlen, dass nicht nur »,7, sondern
auch o, I' durch eine grosse Zahl ausgedriickt wird, und wollen
im Folgenden immer nur solche zwischen 0 und 7' gelegene |
Zeiten ¢ betrachten, fir welche o, ¢, und um so mehr ¢, grosse I
Werte hat. Diese Festsetzung gewihrt niémlich den Vortei] |
dass wir dann von dem Anfangszustand des Resonators (fir
t = () ganz absehen kinnen, weil derselbe sich zur Zeit ¢ nur
mit einem Gliede von der Grdssenordnung e=o»* geltend macht |
und daher dann keinen merklichen Einfluss auf den Zustand |
mehr ausiibt. f

§ 8. Berechnung der Resonatorschwingung.

Unter den gemachten Voraunssetzungen ergiebt sich fir
irgend eine erregende Schwingung (5) als allgemeine Liosung !
N . - . . . |

der Schwingungsgleichung (1), wie leicht zu verificiren: }
e |
1) Die Einfiihrang der ,Frequenz® #n =2 7 » statt der Schwingungs :

zahl » wiirde in diesem Abschnitt zu einer Vereinfachung, in denif
folgenden dagegen zu einer Complicirung der Ausdriicke filhren. Statt,
der Darstellung durch ein Integral kéunte man tbrigens ebenso gut Z |
in eine Fourier'sche lieihe, etwa mit der Grondperiode 7] enfwickeln; '
der Unterschied ist, soweit ich sehe, nur ein formeller. Auf die Vorzijg‘e:
des Integrals hat mich mein Freund Carl Runge hingewiescn. :
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. 4 ¢t Cy 3 [
f(t) = 1 ,—,ﬁi’flrfdw T siny, .cos(2art— i — .,
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist:
etgy, = L ———. .

Um y, eindeutig zu machen, wollen wir noch festsetzen,
dass y, von O bis w wichst, wenn »/», von kleinen zu grossen
Werten fibergeht,

Da ¢ klein ist, so weicht siny, nur dann merklich von
Null ab, wenn »/», nahezu = 1, d. h. es tragen nur diejenigen
Glieder des Fourier’schen Integrals (5) merklich zur Resonanz-
erregung bei, deren Index » der Eigenschwingung », des Re-
sonators nahe liegt. Man kann daher fur gewdhnlich einfacher
schreiben:

()= 15332’3" f dv 0, siny, cos(2x vt — &, — 7,)
(6) und:
ctgy, =2x- 27",

N

§ 4. Intensitit der erregenden Schwingung.

Die ,,Intensitit der erregenden Schwingung® / als Function
der Zeit ¢ definiren wir als den Mittelwert von Z2 in dem
'Zeitintervall von ¢ bis ¢ + 7, wobei 7 méglichst klein genommen
It gegen die Zeit 7, aber immer noch gross gegen die Zeit
v, d. h. gegen die Zeitdauer einer Schwingung des Reso-
Mf&ors. In dieser Festsetzung liegt eine gewisse Unbestimmt-
heit, welche bewirkt, dass im allgemeinen J nicht nur von
sondern auch von = abh#ingig bleiben wird. Wenn dies der
f:‘:all ist, ; kann man von einer Intensitit der erregenden
bchW_ingung-; iiberhaupt nicht reden; denn es gehfirt mit zum

®griff der Schwingungsintensitiat, dass ihr Betrag sich inner-

5 alb der Zeitdauer einer einzelnen Schwingung nur nnmerklich
indert.  Daher wollen wir kiinftig nur solche Vorginge in
etracht ziehen, bei deren unter den angegebenen Bedingungen
:]:'tnur von ¢ abhingiger Mittelwert von Z* existirt. Die
;ile(:- or (§‘_9)‘V0rzunehmende weitere Beschrinkung auf den Fall
nhatiivlichen Strahlung® wird zugleich auch die Erfillung
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der hier als nothwendig evkannten Bedingung enthalten. Un.
ihr in mathematischer Hinsicht zu geniigen, wollen wir zy.
nichst annehmen, dass die Grossen €, in (5) fiir alle digjenigen -
Werte von » unmerklich klein sind, welche gegen #, ver.
schwinden, oder, anders ausgedriickt. dass in der erregenden
Schwingung Z keine ganz langsamen Perioden von merklichey
Amplitude enthalien sind.

Zur Berechnung von J bilden wir nun aus (5) dey
Wert von Z% und bestimmen den Mittelwert Z2 dieser Grosse !
durch Integration nach ¢ von ¢ bis ¢ + z, Division durch = und '
Uebergang zur Grenze durch gehirige Verkleinerung von 1,

Es ergiebt sich so zuniichst:
= fj dv' dv Cp G008 (2 vt — &, yeos (2ani— 0,).
(V1]

Vertauscht man die Werte von » und %, so dndert sich die
Function unter dem Integralzeichen nicht; daher setzen wir fest:

o>

und schreiben:
- 2ffd Y dw 0 cos(2av t— 9 cos(Zavt— i)

oder:

22 = [[av vy O foos[2a0" — 9t — By + ]
Fceos[2a (v + v}t — O — 3]} . ;

Folglich:
t+T

:ifzzdx
T %
: ‘

_ dv'dv C, C, {sin ml' — ¥)r.cos|n (11';— )2+ 1) — Fr + ) {
v v)T i

sinz (v + ) z.cosln (¥ 4+ ») (B + 1) ~ B — 9]
o aly + ¥)r e (‘
Da nach der oben gemachten Voraussetzung alle die-
jenigen C, unmerklich klein sind, fiir welche » gegen #, ver |
schwindet, so kaon man in dem vorstehenden Ausdruck !
und umsomehr 2, als von gleicher oder hoherer Grossen‘f
ordnung wie », annehmen, Lassen wir nun 7 immer kleiner
werden, so ist vermdge der Bedingung, dass »,7 gross bleibt,

|
|
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der Nenner (v + »)z des zweiten Bruches jedenfalls gross,
wihrend der des ersten Bruches, (v — )7, mit abnehmendem =
unter jeden endlichen Betrag herabsinken kann. Daher re-
ducirt sich das Integral fir geniigend kieine Werte von
¥ — v aufl:

J:j.rhl' dv(,C,eos[2x (v — )t — Sy ++ %, ]

v i

also unabhingig von z. Die tibrigen Glieder des Doppelinte-
grals, welche grosseren Werten von »° — », d. h. schnelleren
Aenderungen mit der Zeit entsprechen, hiingen im allgemeinen
von 7 ab und miissen daher verschwinden, wenn die Intensitat
J nicht von z abhingen soll. Daher ist in unserem Falle,
wenn man noch
=1 —r(>0
als zweite Integrationsvariable statt ¢ einfithrt:

(M J = jfd,u Ay, Cocos (2apt— &y )
oder:
( J = ]d,u, (A sin2zut+ B, cos2aut),
wobei: )
(8) ' 4, = fdv €y Cosin (4, — &)
l B, = f dv C, ;G008 (&, ., — &),

' Hierdurch ist die Intensitit J der erregenden Schwingung,
flls sie tiberhaupt existirt, in der Form eines Fourier'schen
Integrals dargestellt.

§ 5 Schunell versinderliche und langsam verdnderliche
Grissen.

 Schon jin dem Begriff der Schwingungsintensitit J liegt
d}G Voraussetzung enthalten, dass diese Grosse mit der Zeit ¢
Viel langsamer variirt als die Schwingungsamplitude Z selber.

asselbe folgt aus der Berechnung von .J im vovigen Para-
Staphen.  Denn dort ist fir alle in Betracht kommenden

lertenpaare von €, und G, rt und ¥ ¢ gross, dagegen
0 — 2z klein: folglich a fortiori
U My _ Alein,

v

i

Annalen gey Physik, IV, Falge. 1, b
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und demgemiss sind die Fourier'schen Integrale () and (3 ‘
in ganz verschiedener Weice mit der Zeit verinderlich. Wip
werden daher im Folgenden in Bezug auf die Abhéngigkeit voy |
der Zeit zwel verschiedenartig verinderliche Arten von Gidssen ¢
+u unterscheiden haben: schnell verianderliche Grossen, wie 2 ¢
und das mit Z durch die Differentialgleichung (1} verbundene f, :
und langsam veriinderliche Grossen, wie J und ebenso auch U
die Euergie des Resonators, welche sich wegen der geringey |
Dimpfung ebenfalls nur langsam im Verhilinis gegen /" andert.y
Doch ist dieser Unterschied in der zeitlichen Verinderlichkeit -
der genanunten Grissen nur ein relativer, da der absolute Wert :
des Differentialquotienten von Jnach der Zeit von der Grosse dep :
Zeiteinheit abhiingt und durch geeignete Wahl derselhen be.
liebig gross gemacht werden kann. Man ist daher nichi be.
rechtigt, J{(# oder ¥, (¢} schlechthin als langsam verénderliche |
Functionen von ¢ zu bezeichnen, Wenn wir diese Ausdrucks. ;
weise der Kilrze halber in der Folge dennoch anwenden, g !
geschielit das stets im relativen Sinne, namlich mit Bezug auf!
das ahweichende Verhalten der Functionen Z(#) coder f(5).

Was nun aber die Abhingigkeit der Phasenconstante «#, von |
ihrem Index » anbetrifft, so besitzt diese notwendig die Higen.
schaft der schnellen Veriinderlichkeit im absoluten Sinne. Denn
obwohl g klein ist gegen », ist doch die Differenz &, . , —:, i |
allgemeinen nicht klein, weil sonst die Grossen 4, und B, in’
(8) zu specielle Werte erhalten wiirden, und daraus folgt,:
dass (0%, /O¥).v durch eine grosse Zahl dargestellt wird,
Hieran #ndert auch ein Wechsel der Zeiteinheit oder eine
Verlegung des Anfangspunktes der Zeit nichts wesentliches,

Die schnelle Verdnderlichkeit der Grissen %, mit v ist'
also eine im absoluten Sinne notwendige Bedingung fiir die |
Existenz einer bestimmten Schwingungsintensitiit J, oder mit .
anderen Worten: fiir die Moglichkeit der Einteilung der von |
der Zeit abbingigen Grossen in schnell verinderliche und in'
langsam verdnderliche — einer Einteilung, die auch in anderen |
physikalischen Theorien hiufig gemacht wird und auf welche
sich alle folgenden Untersuchungen griinden.

1) In der Akustik und Optik pflegt man hekanntlich diesen Unter
schied durch die Worte ,.Schwingung® und ,,Schwebung® anzudeuten.
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% 6. Bervechnung der Energie des Resonators.

Die im vorstehenden eingefiibrte Unterscheidung zwischen
schnell verinderlichen und langsam verfinderlichen Grossen ist
in physikalischer Beziehung hier deshalb wichtig, weil wir im
Folgenden nur die langsame Abhangigkeit von der Zeit als
direct messhar annehmen wollen. Damit nihern wir uns eben
den in der Optik und in der Warmestrablung thatsichiich
stattfindenden Verhiltnissen., Unsere Aufgabe wird dann darin
bestehen, DBeziehungen ausschliesslich zwischen langsam ver-
iinderlichen Grissen aufzustellen; denn diese allein sind es,
welche mit den Krgebnissen der Erfahrung verglichen werden
konnen. Wir bestimmen daher nun zunichst die Werte der
wichtigsten hier in Betracht kommenden langsam verander-
lichen Groéssen, nimlich die Knergie des Resonators und
den Betrag der vom Resonator emittirten und absorbirten
linergie.

Die Energie des Resonators, die in (2) gegeben ist,
besteht aus zwei Teilen: der elektrischen Energie und der
magnetischen Energie. Da wegen der kleinen Dampfung der

Mittelwert dieser beiden Knergiearten jedenfalls der nimliche
ist, ., h.

(10) Kjt= L2,
50 konnen wir auch schreiben:
{1 1) Uu = A—]}E!

indem wir mit f? den Mittelwert von /% in dem Zeitintervall
¥ou ¢ bis ¢ + 7 (§ 4) bezeichnen. Dieser Mittelwert berechnet
sich nach (f) genau in der nimlichen Weise wie der von 22
n§4, nur dass hier (8¢3/167303)C, siny, statt C,, und &, + 7.
statt @, zu setzen ist. Wir erhalten daher analog (7), mit
Ritcksicht auf den Wert von A in (3):

: 3et a . .
12y I = L6t / [/Zg dvC ., Cosiny, ., siny, X
’ RNV
I CUS(OTut——JQ,_”—{-:rf,—;/,,;”-{—;’,).

g
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by=/duig.sin2xut+b,cos82xut),
wohel: .
9 3 f
3¢ . o i
@u= . .- i / dv (o, Cosiny, ., 8iny, X
.
118) I
Id) S ‘\‘(j‘)' - '-? ¥ + /U’ - ;/ ¥ )!
-
b 8¢' v, L, Gy sin
W= . vl ., Csiny, . siny, X
asgry )
o
COS8 (l()',‘ e 11}‘;- "i" o+ o 7 }

Khenso wie &, so ist auch y,, wie man aus (6) erkennt,
im absoluten Sinne schnell verinderlich mit ». Man darf
daher, obwohl fiir alle in Betracht kommenden Werte der
€ u klein ist gegen », den Winkel 7, , , nicht etwa annéhernd
gleich y, setzen, nimlich dann nicht, wenn u von gleicher oder
sogar hiherer Grissenordnung ist wie o,

§ 7. Berechnung der vom Resonator emittirten und
absorbirten Energie.

Der Betrag der vom Resonator in der Zeit d¢ emittirten
Energie, als einer ,langsam verinderlichen® Grisse, ergiebt
sich direct aus der Gleichung (4} als:

8 a2pt (dF\2
G (i) 4
oder nach (10), (11} und (8):

3ty K

= gy 1et
Satyi 1 4
= g0 o Lodt
(14) — 9qu, [, dt,

Die in elnem Zeitelement vom Resonator emittirte Energie ist
proportional der Energie des Resonators, ferner seiner Schwingungs-
zahl und seinem logarithmischen Decrement.

Der Betrag der vom Resonator absorbirten Energie, als
einer ,langsam verdnderlichen® Grosse, lasst sich aus (4) ent-
weder berechnen durch die Bildung des Mittelwertes von |
Z.(df/d ¥ mit Hilfe der bekannten Ausdriicke fiir Z und £, oder
kiirzer direct aus der soeben gefundenen Form jener Gleichung: [
df

Lidt=d U, + 20y, Uydt. |

(13) Z
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Setzt man fir U den in (13) gegebenen Wert, so ergiebt
sich fiir die in der Zeit dt vom Resonafor absorbirte Energie der
Wert:

( dt.J/,(ly(a;‘Sin‘Zrt,ut-f-b;,cos?n\uz‘),

(16) | wobei:

a,=2av a0, —2aub,
’ .
by=20vb, + 270,

Diese Grossen wollen wir nun mit der Intensitdt der
erregenden Schwingung in eine allgemeine Beziehung bringen,
wobel immer festzuhalten ist, dass das Verhiltnis p:ov, be-
liebig grosse und kleine Werte annehmen kann.

§ 8. Spectrale Zerlegung der Intensitit der erregenden
Schwingung.

Yon den bisher in unseren Gleichungen auftretenden
Energiegréssen ditrfen wir als direct messbar ansehen nur die
Intensitat J der erregenden Schwingung und die KEnergie U
des Resonators. Dieselben stehen aber im allgemeinen in
keinem einfachen Zusammenhang miteinander, da die Energie
des Resonators nicht allein von der Gesamtintensitat J der er-
regenden Schwingung Z, sondern noch von specielleren Eigentiim-
lichkeiten dieser Schwingung abhingt. Man kann nun offenbar die
Eigenschaften einer bestimmten erregenden Schwingung Z dadurch
weiter verfolgen, dass man die zu untersuchende Schwingung Z
auf verschiedene Resonatoren wirken lisst und die Energie
misst, welche ein jeder Resonator einzeln unter dem Einfluss
derselben erregenden Schwingung Z annimmt. HKs ist dies ganz
die niimliche Methode, welche in der Akustik zur Analyse eines
Klanges angewendet wird,

_ Hierauf griinden wir unsere Definition der in der Ge-
Samtinkensitit J enthaltenen Intensitit S, einer bestimmien

SC]lwingungsza/zl v. Wir setzen niamlich:
o

(1 S = fi‘s,,(l»
J
“Ufl definiren I, eine ,langsamn verinderiiche’* Function der
beiden Variabeln » und f. durch die Energie, welche ein
®Sonator mit der Schwingungszahl » unter dem Einfuss der
“tregenden Schwingung Z annimmi.
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Hier ist aber sogleich noch ein wichtiger Punkt zu er

ledigen. Dua nimliclk die Energie eines von der Schiwingung 2 -

erregten Resouators nicht allein von seiner Eigenschwingung,
sondern ausserdem auch von seiner Dampfung abhingt. so st
noch auf ecine geeignete Walil der Diampfungsconstanten des
zur Messung der Intensitit ¥, bLenutzten Resonators Rilcksicht
zu nehimen. Damit derResonator anfeine bestimmte Schwingungs.
zahl und nicht etwa auf ein endliches Intervall von Schwingungs.
zahlen merklich reagirt, muss sein Dimpfungsdecrement klein

sein. s darf aber auch andererseits nieht allzu klein, ge.

nommen werden; denn ein Resonator mit selu kleiner Dimyfung
braucht sehr lange Zeit zum Abklingen, und ein solcher Reso-

nator wirde den Zweek, durch sein Mitsehwingen jederzeit eins

gleichzeitige Eigenschaft der i erregenden, im allgemeinen
mit der Zeit verfinderlichen Schwingung auzugeben, nicht er.
filllen, da seine Energie nicht von der gleichzeitigen Beschatfen-
heit, sondern zugleich auch von der Vargeschichte der erregenden
Schwingung abhangen wiirde. Die Energie des Resonators
wiirde also nicht die Intensitdt J, selber, sondern einen ge.
wissen, Uber einen grosseren Zeitraum erstreckten Mitteiwert
dieser Gréisse zum Ausdruck bringen.

Um diesen Umstand zu bertcksichtigen, wablen wir das
logarithmische Decrement ¢ aller zur Analyse der erregenden
Schwingung Z benutzten Resonatoren zwar klein gegen 1,
machen aber doch gwv gross gegen alle v, was stets moglich
ist, da mnach (9) w klein ist gegen ». Dann ist der Zustand
eines analysirenden Resonators, z. B. desjenigen mit der
Schwingungszahl »,. vollstandig bestimmt durch die gleich-
zeitige Beschaffenheit der erregenden Schwingung, und man
kann sagen, dass der Resonator alle Intensitidtsschwankungen

der erregenden Schwingung momentan anzeigt. In der That '

ersieht man z. B. leicht aus (16), wenn man darin ¢ statt ¢
setzt, dass die Glieder mit dem Factor p gegen die Glieder
mit dem Factor ¢#, verschwinden und dass dadurch die vom
Resonator absorbirte Energie proportional wird seiner augen-
blicklichen Energie U, was nur dann moglich ist, weun der
Zustand des Resonators nur von der gleichzeitigen Beschaffen-
heit der erregenden Schwingung abhiingt.

Unter den gemachten Voraussetzungen ist die in der Ge
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samtintensitit J der erregenden Schwingung enthaltene In-
tensitit der Schwingungszahl »,, die wir kurz mit J, be-
zeichnen wollen, nach (12) als Function der Zeit gegeben durch:

Y

N o . . . . s
\50 =y HO ¢ J“ / / (/iu dr (’r + C'1 S (jy X
IR R X

cos(Zmut — 4, + k)

Hier ist », ein von », abhingiger, sogleich zu bestimmender
Proportionalititsfactor; der Winkel d, geht aus y, in & 3 her-
vor, wenn man darin ¢ statt 5 setzt, also:

o 5 e g =t
(18) ctgd, =7 - o
and ¢, ,, ist =, gesetzt, da u klein ist gegen g#, Der
Proportionalitatsfactor x, bestimmt sich aus der Bedingung (17).

Schreibt man nimlich diese Bedingung nach (7} in der Form:

| fd—,mu Cos o Cocos@apt— 4, + )= f S, d vy
Q0

so folgt aus dem soeben fir J, gefundenen Ausdruck. da g
und » nicht von u, abhingen:

[¢]
® 3¢x e e
1 = /du“- 02 /—“--3-- sin? g,
J 16 a7 o}
U
oder nach (18):
6= 1
i 7
Tg.8 0 T fd ’ ’3"- (pi e
Qi w vT

o Ddit nun o klein ist gegen 1, so brauncht man nur die-
,]]G‘ﬁlgen Werte der Function unter dem Integralzeichen zu
seriicksichtigen, fiur welche », nahe = » ist, und erhilt so:

0
16 a* %
865 T 242
(¢ ist der Wept von x, fir r, = 1, oder:
32wy

z,= o,

3e8 )
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welcher Wert thatsiichlich denr verlangten Wert des letzten
Integrals ergiebt.}
Duaher ist die Intensitit X der Schwingungszahl » :

ol
i

3, = / ded sin2aut - Bcos2ap 7.
wobei:
{1 (STl E A 7 ) : s o
) VW == [ v CopnCosin? o s (¥, 4, — 7,
oy f ’ B [
. g [ , e
B = / drty,, Csin*d cos (%, ,, — &)

0¥,
¢
.

Im allgemeinen werden die Werte vou 9 und B nech
von ¢ abhingig sein. In diesem Falle kann man von einer
Intensitdt der Schwingungszahl », in bestimmtem Sinve gar
nicht reden. Wir wollen nun fir das folgende die Voraus-
setzung machen, dass eine jede Schwingungszahl » eine gang
hestimmte, mit der Zeit , langsam verinderliche® Schwingungs.
intensitdt J, besitzt, unabhingig von der zu ihrer Messung
dienenden Grosse o. Dann ist zugleich auch die schon in § 4
cingefithrte Bedingung erfillt, dass eine Gesamtintensitit

= f S, dr
der erregenden Schwingung 7 existirt, Auf die Frage, wes-
halb und inwieweit diese Annahme, welche tbrigens in der
Wirme- und Lichtstrahlung bisher thatsichlich stets gemacht
wurde, in der Natur gerechtfertigt ist, soll hier nicht niher
eingegangen werden.

& 9. Nattrliche Strahlung.

Wir haben jetzt die erregende Schwingung Z, die zu den
»schnell verdinderlichen® wund daher nicht direct messbaren
(Grossen gehdrt, so weit analysirt, dass wir ihre (iesamt-
intensitdt J zu jeder Zeit in eine Reihe von messbaren Grossen
verlegt haben: den Intensitiiten §, der verschiedenen Schwin-

1} Diese Deduction ist gegen die frithere Darstellung (Sitzungsber.
d. k. Akad. d. Wissensch. za Berlin vom 18. Mai 1899, p. 450), Dank einer
miindlichen Bemerkung des Hrn. Boltzmann, etwas veriindert worden.
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gungszahlen ».  Weitere Mittel, um ,langsam verinderliche+
ligenschaften von 7 abzuleiten, besitzen wir nicht; die Me-
thoden der Analyse sind also hiermit erschopft. Was wir durch
sie von der schnell verdnderlichen Schwingung Z kennen ge-
lernt haben, ist aber im Vergleich zu der in ihr noch ent-
haltenen Mannigfaltigkeit von Eigenschaften nur Gusserst wenig.
Die Functionen €, und &, selber, in ihrer Abhingigkeit von
», sind und bleiben uns innerhalb eines breiten Spielraumes
ginzlich unbekannt.

Stellen wir nun zuuichst dasjenige zusammen, was wir
durch Messung der Intensitat J, der Schwingungszahl z,, als
einer langsam verfinderlichen Function der Zeit ¢, ober die
schuell verinderlichen Gréssen €, und %, erfahren koénnen.
Als messbar haben wir in (19) die Gréssen %% und BY zu be-
trachten, fiir alle Werte von r. Seizen wir nun:

| Crsu Cosin (Fp,, — ) = A, + &,

| € s Crcos (% h o — %) = B+,

wobel & und # schnell veranderliche Funectionen von » und o
sind, so folgt aus (19):

.2 . i 2
AL = 9y W.ffz-p sin? §, & -
' Ty Q ¥y,

20)

fg sin? 9, dn.

Nun ist mit Riicksicht auf (18):
- [sinto,dv=1.
9 Ve

fg sin?d, dr = 0.

Folglich:

Ebenso:
v f@] sin?d,dr =0,

- Da sind, fiir alle Werte von »r verschwindet, deren Ver-
?“thnis zu 7, nicht nahe gleich 1 ist, so stellt die Grosse U,
™ (20) den langsam verinderlichen Afittelwert der schnell
"el‘_'-'inderlichen Grisse C,, , C.sin (9, ., —%,) fir » nahe
gleich ¥y vor, und ebenso B! den entsprechenden Mittelwert
d-er schuell veranderlichen Grissse (. s Cocos (o, — )0
1) Man kgnnte auch sehr viel einfacher die Intensitit 3, einer be-

Stim N . . . i L.
mten Schwingungszahl » durch die genannten Mittelwerte definiren,
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Kebren wir nun zu der Untersuchung des Resonstors nnt
der Sehwingungszahi +, und dem Dampfungsdecrement ¢ zur Ud‘»
£ ist zandehst von vornherein einlenchtend, dass zur Berech.
ueng des Eintlusses, welchen die erregende Schwingung Z auf..
den Resonator austibt, die Kenninis der Mittelwerthe 9 und e
im ullgemeinen noch nieht geniigt, sondern dass dazu die
Griossen €, und &, selber bekannt sein miissen. In der That
ersieht man aus dem in {13} uabgeleiteten Ausdruck der .
Energie {, des Resonators, dass diese erst danun genau he.
rechnet werden kann, wenn man die Werte von €, ¢ °
sin (%, o — %) and von €4 Coeos (%, 4, — &) fir Jeden '
Wert von » anzugeben vermag. fur den r:», nahe gleich 1,
ist. Mit anderen Worien: die in der erregenden Schwingung |
enthaltene Intensitit ¥, der Schwingungszahl v»,, auch weny
sie fur alle Zeiten bekannt ist, bestimmt im allgemeinen noch
nicht die Emergie {, des von der Schwingung getroffenen
Resonators.

Somit bleibt nichts anderes Gbrig, als entweder auf dip
Constatirung eines allgemeinen Zusammenhangs der Grdssen [ |
und ¥, iiberhaupt zu verzichten, wus aber den Krgebnissen |
aller Frfahrung zuwiderlaufen wiirde, oder mittels einer neu
einzufithrenden Hypothese die vorhandene Kluft zu tiberbriickes,
Die physikalischen Thatsachen entscheiden fiir die zweite Alter
native.

Die Hypothese, welche wir jetzt als die niichstliegends !
und wohl eilnzig mogliche einfihren und fir alles folgende:
beibehalten wollen, bestekt in der Annabme, dass bel del‘,
Berechnung von I, aus der Gleichung (13) in den Integraler |
welche die Werte de“ Coefficienten «, und bﬁ, angehen, fir!
die schnell veranderlichen Grossen C, . C,sin (¥ 4, — 3,,)
und C, 4, €, cos(H, 4, — ) — die einzigen von €, und -‘?—,;t
abhiingigen Grdssen, die in diesen Integralen vorkommen — |
ohne merklichen Fehler ihre langsam verinderlichen Mittel-
werte 2, und D) gesetzt werden konnen. Damit erhilt damk;

die Aufgaoe, U, aus J, zu berechnen, eine ganz bestimmte, :
\

mdem man dfls fir die Gresamtintensitdt J aufgestellte Integral (7) eiv
fach in der Foru von (17) schreibt und daraus dic Werte dex “[, und %
ableitet. Dann geht aber die hier benutzte physikalische Bedeutung der
Definition verloren.
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durch Messungen zu verificirende Liosung. Um aber auszu-
driicken, dass die hier abzuleitenden Gesetze nicht fur jede
Art Schwingungen, sondern nur mit Ausschliessung gewisser
hesonderer Einzelfdlle gelten, wollen wir jede Art Strahlung,
auf welche die hier eingefitbrte Hyvpothese passt, als ,,natiir-
liche** Strahlung bezeichnen. Dieser Name empfiehlt sich des-
lalb, weil, wie sich im dritten Abschnitt zeigen wird, der
Licht- und Warmestrahlung thatsichlich die Kigenschaften
der ,natiirlichen Strahlung zukommen,

Man kann den Begriff der natiirlichen Strahlung noch
auschaulicher, aber weniger direct, als oben geschehen, auch
dahin fassen, dass bei ihr die Abweichungen der unmessbharen
schnell verdnderlichen Gréssen €, , 0, sin{%, , , — %) ete.
vou ihren messbaren langsam veranderlichen Mittelwerten %
te, gitnzlich unregelmissig sind.

§ 10. Fundamentalgleichung der entwickelten Theorie.
Gemiass der im vorigen Paragraphen eingefithrten Hypo-
Hese ergiebt sich aus der Gleichung (13):

3

.
T gy NIl X
4 o
o } o (a N A0 o3
siny, (U, cos(yn . u—7)+ Visin(y, 40— 7ol
b, = i 1 si
“T agmtaag ) CTSIN e X
. . , . ¢ ol fa
mle SNy, (‘;8(’1 €os (7 vt T /’> - QIv“ s (/v e 77;)),
tders
38 6 §
_ 20 0
= gy e B
. u
38 20 G0
bu = ygr gy Bre — s,
wobei I
7
= [(/1' 3y, L, SiRp, €OS (¥ s, — 70,
\,)
2
A= f d 1 sin Vedoar Sy SIN (5L — 7o

N

Nun ergiebt sich it Berticksichtigung der in {8) ge-

sebe !
E} Ben Worte ron ctg;, und etg y,.., durch elementara
‘echnungen
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Folglich, wenn man daraus «, und 4, herechnet und die gq
erbaltenen Werte in (16) einsetzi:

§ety
. ‘
a, = . WU
1677 1,
3
b 3t gy
& 16 ,'[2 }‘:,) \‘I/'

Die in der Zeit d¢ vom Resonator absorbirte Energie ist alsg
nach (16}

% .
de. 166,{6,1 fd.“'(‘mSlll2“!‘f+%ﬁcos?ﬁyt),

oder nach (19):
(21) —de..

3"3 v

18 aty, "o

Die in einem Zeitelement vom FResonator absorbivte Energie?
ist proportional der in der erregenden Schwingung enthaltenen
Intensitit seiner Eigenperiode, ferner seinem logarithmischen Decre.
ment und dem Cubus der Lichigeschwindigheit, und umgehehrt
proportional der Schwingungszahl. ;

Bei der natirlichen Strahlung wird also stets positive !
Energie absorbirt, was gewdhnlich als selbstverstindlich voraus. |
gesetzt wird, aber doch im allgemeinen, wie schon in der zu (4 :
gemachten Bemerkung betont wurde, nicht der Fall zu sein :
braucht.

Durch Substitution des Wertes der absorbirten Energ1e
in (15) erhalt man schliesslich die Fundamentalgleichung del
entwickelten Theorie:

36 g ; ;
dit. & °U=d60+25v0 U,dt
oder:
d U, 8¢
(22) gt TRon b= g, B

Diese Differentialgleichung kaun zur Berechnung der Energie I .
des Resonators benutzt werden, wenn die seiner Schwmgungs i
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bl entsprechende Intensitat 3, der erregenden Schwingung
als Function der Zeit gegeben ist. Da die Functionen U (9
und S, (§) hier nicht mehr durch Fourier’sche Integrale dar-
gestellt zu werden brauchen, so kdnnen wir von jetzt ab auch
lie frither in § 2 eingefithrte Beschrankung in Bezug auf das
letrachtete Zeitintervall wieder aufheben, und diese und die
folgenden Gleichungen als fiir alle positiven und negativen
Zeiten gliltig ansehen.
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist:

0 16 2t }0 bt

-®

X1 "
U= 2°° j X, (@) e?enis=0dy,

Fiir constantes ¥, hat man:
38 o
LU

Vo= s5ais
Bei constanter Bestrahlung ist die Energie des Resonafors
proportional der in der erregenden Schwingung enthaltenen In-
fensifdt seiner Schwingungszahl, ferner dem Cubus der Licht-
geschwindigheil, und wmgekehrt proportional dem Quadrat der
Schwingungszahl, aber unabhingig von der Ddmpfung.

Nachdem wir so die Abhingigkeit der Energie des Reso-
nators von der Intensitit der erregenden Schwingung fest-
gestellt haben, wird es unsere nichste Anfgabe sein, die letztere
(Grisse in Zusammenhang zu bringen mit der im umgebenden
Felde stattfindenden Energiestrahlung. Dies geschieht nach
hekannten Methoden im nichsten Abschnitt und fithrt zur
Formulirung der (Gesetze der Energie und der Entropie.

Zweiter Abschnitt,
Erhaltung der Energie und Vermehrung der Entropie.

Indem wir jetzt zur Untersuchung der Vorginge in dem
den Resonator umgebenden elektromagnetischen Felde uber-
Hel}en, wollen wir iiberall im Folgenden von den im vorigen
Abschnit abgeleiteten Resultaten Gebrauch machen, selbst-
verstindlich unter der Voraussetzung, dass dabei iihberall und
W allen Zeiten die Bedingungen der natiirlichen Strahlung
erfiille sing. Dementsprechend branchen wir kiinftig nie mehr
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mit -\mplltudeu und Phasen zu rechnen, sondern stets HIL;
mit Intensititen und Energien, d. h. mit ,langsam vemnderf
lichen*¢ {im Sinne des § 3 G’I’ pesen.  In diesem Sinne ist g,
die Bedeutung der unten benutzten Raumelemente und Ze],’,
elemente zu verstehen, namlich als Grossen, welche unenq
klein sind gegen die Dimensionen der betrachteten Riume g
Zeiten, aber immer noch gross gegen die betrachteten V\e]ﬂ,
lingen und Schwingungsdauern. Die Wande des durchstrahl,|
Raumes denken wir uns als ruhende, absolut spleﬂelndel*]ache,
deren Kriimmungsradien gross sind gegen alle in Betlae]‘
kommenden Wellenlingen, Dann kdnnen wir auch von ally!
Beugungsphanomenen absehen und immer nur von gelculhnmj
FortpHanzung der Strahlung sprechen.

§ 11. Intensitdt der Energiestrahlung von bestimmtey
Richtung, Sehwingungszahl und Polarisation.

In einem von irgend welchen elektromagnetischen Strahl!
durchsetzten Vacuum ist die "Intensitat der Strahiung
irgend einem Orte £ zu einer bestimmten Zeit nach Richtung;’
Schwingungszahl (Farbe) und Polarisation zu unterscheidy
Um zunichst die Richtung ins Auge zu fassen, denken wj;i
uns von dem Punkte © eine kieine geradlinige Strecke v
der Lange r gezogen in derjenigen Richtung, welche dur
die Polarcoordinatenwinkel < (zwischen 0 und #) und g,
(zwischen 0 und 2 a1} bestimmt ist. Denken wir uns nuny
wohl im Anfangspunkt £ als auch im Endpunkt der Strec:
je ein Flichenelement, d¢ und do’, senkrecht zu r gelegt, ¢
wird die gesamte FKnergiemenge, welche in der Zeit d¢ dun
die bei © liegende Fliche d + der Fliche d ¢ zugestrahlt wi!
gleich sein dem Ausdruck:

do.do K

22 b

(28) dE.

wohel K, die Intensitit der Knergiestrahlung in der Richbug
(¢, ¢), eine endliche positive Function des Ortes, der ZE]
und der beiden Winkel & und ¢ bedeutet. Setzt man dai
z. B. fiir ¢ den Wert 7 — & und fir ¢ den Wert qo+7E
so erhalt man fiir & die Intensitat der hnerglestrahlung in df
entgegengesetzten Richtung, eine von der vorigen im allgemeir f‘
ghinzlich verschiedene Grosse,

i
N
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Weiter ldasst sich die Strahlung X zerlegen in eine Reihe
von monochromatischen, in derselben Richtung fortschreiten-
den Strahlen, bei deren jedem ausser der Intensitit noch die
Polarisation zu unterscheiden ist. Zerlegt man einen in be-
stimmter Richtung fortschreitenden monocchromatischen Strahl
von beliebigem Polarisationszustande in zwei geradlinig polari-
sirte Componenten, deren Polarisationsebenen aufeinander senk-
recht stehen, im ibrigen aber beliebig sind, so ist bekannt-

“lich die Summe der Intensitaten der beiden Componenten
gleich der Intensitidt des ganzen Strahles, unabhingig von der
Orientirung des Kbenenpaares. Die Grisse der beiden Com-
ponenten kann stets davgestellt werden durch zwei Ausdriicke
von der Form:

Scostm 4+ Fsin?w
und
fsin? w + § cos?o,

wobel o das Azimut der Polarisationsebene einer Componente
bedeutet. Die Summe dieser beiden Ausdriicke ergiebt in der
That die Intensitat des ganzen Strahles: @& + &, unabhingig
von @. § und & reprisentiren zugleich den grdssten und den
kleinsten Wert der Intensitit, den eine Componente iiber-
haupt annehmen kann (fir o =0 und ® =m/2). Daher
Wpllen wir diese Werte die ,,Hauptwerte der Intensitit® und
die entsprechenden Polarisationsebenen die ., Hauptpolarisations-
ehenen des Strahles nennen. Beide sind natirlich im all-

gememen mit der Zeit verinderlich. Somit kdnnen wir all-
gemein setzen:

(24) K= dn (S, + &)
r:f ’

W 1 7 PR o < . . .

vobel die positiven Gréssen &, und &, die beiden Haupt-
verte der Strahlungsintensitit von der Schwingungszahl »r,
i .

USSer von » noch vom Orte, von der Zeit und von den

\\Vinkeln  und g abhiingen. Fiir unpelarisirte Strahlen ist
=R/ und
(23) k=2 [ Gdr.

]
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§ 12. Energie und Eunergiedichte.

Die totale Energie () eines durchstrahlten Vacunms ung
einer darin befindlichen Anzahl von Resonatoren der betrach.
teten Art ist von der Form:

(26) V=204 [udz.

¢

wobel U die Energie eines einzelnen Resonators {(der im vorigey
Abschnitt hinzugefiigte Index 0 kann von jetzt an tberall weg.
gelassen werden), X die Summation ither alle Resorlatoren,
und » die Dichte der strahlenden Energie im Raumelement o4
des Vacuums bezeichnet. Da die Resonatoren verschwindeng
iileine RiAume einnehmen, so ist es gleichgiiltig, ob in den
Integral die Integration auch fiber die von den Resonatorey
erfiillten Ridume erstreckt wird oden nicht.

Berechnen wir nun die Knergiedichte w», eine Hunctioy
des Ortes und der Zeit, fiir irgend einen Punkt £ des Vacuums,
aus der Strahlungsmtensxtat K. Zu diesem Zwecke legen w11
um den Punkt £ als Centrum eine Kugelfliche vom kleiney
Radius ». Alle Strahlen, die durch das Kugeleentrum hin.
durchgehen, kommen von KElementen der Kugelfliche her
Betrachten wir z. B. denjenigen Sfrahl, welcher in der Rich.
tung (&, ¢) durch das Centrum geht; derselbe kommt von
einem Flichenelement s her, dessen Lage durch die Polar. .
coordinaten r, ¥ — &, ¢ + n bestimmt ist. '

Die Energiemenge, welche dieser Strahl in der Zeit dt
durch ein beim Kugelcentrum befindliches, senkrecht zu seiner
Fortpflanzungsrichtung orientirtes Flachenelement do hindarch-
sendet. betrigt nach (23): :

do.ds

de. L0
7‘

Folglich die Knergiedichte, die dieser Strahl im Kugelcentrum
hesitzt, durch Division mit do¢ und mit der in der Zeit dt
zuriickgelegten Strecke ¢.d¢:

Durch Integration iber alle Elemente ds der Kugelfliche er
halt man also die gesamte elektromagnetische hnergledlchte
im Kugelcentrum <: I
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5= ’ s A

et
oder, da _
ds =risindddy =r2.d02,
wenn man mit 482 den Oetfnungswinkel des dem Klemeut o s
entsprechenden Kegels bezeichnet:

(27) 7 :qui KN.d82,

cine Grosse, die nur mehr von Ort und Zeit abhingt.

Ist speciell die Strahlungsintensitat K nach allen Rich-
tungen constant, so ergiebt sich hieraus die oft benutzte Be-
siehung:

(28) we £ fdQ: sk
e, ¢

Durch Substitution des Wertes von A ous (24) findet man
auch leicht die Energiedichte, die jeder einzelne moncchro-
matische Strahl in irgend einem Punkt des Raumes zu irgend
einer Zeit besitat.

Apdererseits ist die rdumliche Dichte der elektromagneti-
schen Wnergie in einem Punkte des Vacuums:

o= :n- (X2 Yo 22+ 12 + ME 4+ N7,

wo XR ¥R oz2 1%, M? N* die Quadrate der Componenten
7 les elektromagnetischen Feldes bedeuten, als slangsam  ver-

inderliche Girijssen (§ 5) betrachtet, und daher mit dem auf
den Mittelwert deutenden Querstrich versehen. Da fir jeden
¢mzelnen Strahl die mittlere elektrische und magnetische Energie
gleich sind, so kann man immer schreiben:

¥} : 1 ) 72
(29) w— o (KP4 V24 A,

§ 1 s . o .
V13 Intensitit der einen Resonator erregenden Schwingung.

Nun nehmen wir in dem Centrum © der vorhin betrach-
toten Kugel einen Resonator der im ersten Abschnitt unter-
S?:il;cer'l Art. beﬁndli.ch an, dessen Axe wir zur Z-Axe mztche?n,
“amn st die Intensitat der den Resonator erregenden Schwin-
Bung nach § 4.

J =72

:\I\Ili\iP.L) der PEJ}'SU\'. IV, Folge. 1.
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° f
Wiy woller daher nun den Wert von 22 berechnen. Zy "
diesem Ziweck missen wir auch auf die Polarisation der dey -
Punkt O treffenden monochromatisehen Strahlen Riicksichtf
nehmen. Fassen wir also wieder denjenigen Strahl ins Auge 5
der. vom Flachenelemente ds am Orte (r, 7 — 7, « + 7
kommend, in der Richtung (&, ¢) den Punkt T trifft, so zep .
tillt derselbe in eine Reike monochromatischer Strahlen, wop i
deneu einer die Hauptwerte der Intensitit § und & besitzey
moge. Bezeichnen wir nun den Winkel, welchen die zuyg
Hauptintensitat st gehorige Polarisationsebene mit der dureh |
die Richtung des Strahles und die Z-Axe (die Resonatoraxe) |
gelegten KEbene bildet, mit o, einerlei in welchem Quadrantep,
so lisst sich der ganze monochromatische Strahl zerlegen m;

die heiden geradlinig und senkrecht aufeinander polarisirtey

Componenten: |

§ & cos® w + § sin® m, ‘
(80 l i
§

s

osin? w 4+ & cos? m,
von denen die erste in der durch die Z-Axe gehenden Ebenej
polarisirt ist, da sie fir o = 0 gleich § wird. Diese Com.
ponente liefert keinen Beitrag zu dem Werthe von VA imf
Punkte ©, weil die elektrische Kraft eines geradlinig polari. |
sirten Strahles senkrecht steht auf der Polarisationsebene. Ej
bleibt also nur tibrig die zweite Componente, deren elektrische
Kraft den Winkel z/2 —& mit der Z-Axe bildet. Nun is
nach dem Poynting’schen Satze die Intensitit eines gerad
linig polarisirten Strahles im Vacunum gleich ¢/4 % mal den
mittleren Quadrat der elektrischen Kraft. Folglich ist da
mittlere Quadrat der elektrischen Kraft des hier betrachtete
Strahles:
4: (fsin? o + ] cos®w)

und das mittlere Quadrat der Componente davon in der Rich
tung der Z-Axe:

|
i

dn = - < .
an : (K sin*w 4 & cos®w)sin? . 1»’

Durch Integration tber alle Schwingungszahlen und alle Oeft|
nungswinkel erhalten wir mithin den gesuchten Wert:

. ; 4 (* . . -,
82 Z*= ‘ [Slﬁz % d!_)fdw (&, sin® o, + Q) cos? w,) = 4.

o
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Sind speciell alle Strahlen unpolarisirt und die Strahlungs-
intensitit nach allen Richtungen constant, so ist &, = &,
und, da:

fsinz# o 2= j?fsirﬁ A dy = ‘?;,
2wt s -
72 ) o Y2 _ ¥z
7= J.S{,.du_X =}
und durch Substitution in (29) und in (25):
y — Sﬂf@,.d’u: 4n i ,
c ., I

ithereinstimmend mit {28).

Nehmen wir nun nach § 8 die specirale Zerlegung der
Intensitit -/ vor:

J = fi‘i,,. dv,

so ergiebt sich durch Vergleichung mit (32) fiir die in der
erregenden Schwingung enthaltene Intensitiit einer bestimmten
Schwingungszahl » der Wert:

" da ., . ,
(33) X, = —;—fsm“ G dO(R, sinw, + &, cos?w,).

Da nun § mit der Energie U/ des Resonators durch die
Gleichung (22) zusammenhingt, so ist hiermit die Moglichkeit
gegeben, die Schwingung des Resonators zu berechnen, wenn
die Intensitaten und Polarisationen aller den Resonator treffen-
den Strahlen fir alle Zeiten bekannt sind. Insbesondere er-
giebt sich fiir unpolarisirte und nach allen Richtungen gleich-
missige Strahlung:

5= "¢
2
und nach (22):
ar c_ Eetg
. -(;-f--i,—'Zﬁ:rL: S .

?st die Strahlung auch noch unabhingig von der Zeit, oder
der Strahlungszustand ,,stationar, so ist auch 77 von der Zeit
Wnabhingig und:

(34) U=t
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§ 14 Absocrbirte und emittirte Energie.

Die ganze in der Zeit d¢ von dem Resonator absorbirte
Energie betrigt nach (21):
3t
dit. PN
oder nach (33):
8ete 2 G F O ain 2 % 2
de.’, | sin d 2§ sin®w + /& cos® o).

Daher wird von der in der Richtung (%, ¢) auf den Resonator
fallenden Strahlung in der Zeit ¢# der Energiebetrag:

3l

df4

" (fsin® e + R cos? w)sin? O d 2

absorbirt.

Nun betrdgt die Intensitit der in der Richtung (&, ¢)
auf den Resonator fallenden Strahlung, soweit sie ,,absorbirbars
ist, d. h. die dem Resonator entsprechende Schwingungszah)
und Polarisation besitzt, nach (81), da der Factor 4 7 /c hier
wegzulassen ist:

(35) (tsin?o -+ & cos®w)sin® .

Daraus ergiebt sich der Satz: Der absolute Betrag der
vom Resonator in der Zeit d¢ absorbirten KEnergie wird er.
halten, wenn man die Intensitit der in irgend einer Rich-
tung (%, ¢) auf ihn fallenden absorbirbaren Strahlung mit
(36) dt. 229 40

Any

multiplicirt und diesen Ausdruck iiber alle Richtungen (&, g)
integrirt. Der Factor 8c¢*¢/4m» bestimmt also die Breite
des vom Resonator aufgefangenen Strahlenbiindels, indem er
ein Maass liefert fiir das Product aus dem Querschnitt des
Resonators und der Breite des von ihm beeinflussten Speetral-
bezirkes.

Auf der anderen Seite betrigt die vom Resonator in der
Zeit d¢ nach allen Richtungen emittirte Energie nach (14):

dt.2ecv
oder, was dasselbe ist:

3
de. =77 (/fsmzn’/a’“.
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Da nun die Intensitdt der vom Resonator in der Rich-
tung (%, @) emittirten Strahlung bekanntlich unabhéngig ist
von @ und proportional sin®:, so betrigt die in der Zeit d¢
in dieser Richtung emittirte Energie:

dt- ,34?", Usin29 d 2
T
und die Intensitit der vom Resonator in derselben Richtung
emittirten Strahlung, durch Division mit (36):
¥ Usin® &

0 o

14

Fir den am Schluss des vorigen Paragraphen betrach-
teten ,,stationiiren Strahlungszustand ist

=% wd U=",8.

Man sieht also, dass im stationiiren Strahlungszustand die
Intensitiat (35) der in irgend einer Richtung auf den Resonator
fallenden absorbirbaren Strahlung gleich ist der Intensitat (37)
der in derselben Richtung vom Resonator emittirten Strahlung,
wie es gein muss.

§ 15. Intensitdt und Polarisation der den Resonator

passirenden Strahienbiindel.

Wir wollen nun, als Vorbereitung fiir die folgenden De-
ductionen, die Eigenschaften der verschiedenen den Resonator
passivenden Strahlenbiindel noch niher ins Auge fassen. Von
~ allen Seiten treffen Strahlen auf den im Anfangspunkt D der
Qoordinaten liegend gedachten Resonator; befrachten wir den-
Jemigen Strahl, welcher in der Richtung (&, ¢), also von einem
Punkte mit den Polarcoordinaten x — &, ¢+ kommend, auf
den Resonator fiilt, so konnen wir ihn uns zunichst zerlegt
denken in seine monochromatischen Bestandteile, und brauchen
s nur mit demjenigen dieser Bestandteile weiter zu be-
schiftigen, welcher der Schwingungszahl » des Resonators ent-
“pricht; denn alle tibrigen Struhlen streichen iiber den Reso-
hat(')r einfach hinweg, olne ihn zu beeinflussen oder von ihm
ljeelﬂﬂusst zu werden. Die Intensitit des monochromatischen
Strables von der Schwingungszahl » ist:

[ T
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wenn & und & die Hauptintensititen vorstellen. Dieser Stralh) -

wird nun je nach den Richtungen seiner Hauptpolarisations.

ebenen in zwel Componenten (30) zerlegt. '
Die eine Componente:

Qeos?o + Q' sinew

geht direet iiber den Resonator hinweg und tritt vollig un.
geindert aunf der aunderen Seite wieder aus; sie lefert alg,
einen in der Richtung (¥, ¢} vom Resonator ausgehenden
geradlinig polarisirten Strahl, dessen Polarisationsebene durel
die Axe des Resomators hindurchgeht, und dessen Intensity
betrigt:

(3%) feosfow + R sin?om = "

Die andere, senkrecht auf der vorigen polarisirte Componente;
@sin?w 4+ § cos’w
zerfallt wiederum in zwei Teile:
(R sin?m + & cos?w)cos® ¥

und:
(fsin®w + & cos®w) sin® &,

von denen der erste ungeindert durch den Resonator hindureh.
passirt, der zweite dagegen absorbirt wird, Statt des letzteren
erscheint aber in der vom Resonator ausgehenden Strahlung
die Intensitit des emittirten Strahles {37):

Diese liefert zusammen mit dem ersten, unverindert gebliebenen
Theil die gesammte Intensitat des vom Resonator in der Rich-
tung (¢, ¢) ausgehenden, senkrecht auf (38) polarisirten Strahles:

(39) (Rsin® 0 +— & cos?w)cos? I + - EE -

Im ganzen haben wir also schliesslich in der Richtung (%, ¢}
vom Resonator ausgehend einen aus zwel senkrecht zu einander
polarisirten Componenten zusammengesetzten Strah, dessen ;
eine Polarisationsebene durch die Axe des Resmn‘torQ geht |
und dessen Hauptintensititen die Werte & und & besnzen.l
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¥ 16, Erhaltung der Energie.

I&s ist nun leicht, sich Rechenschafl zu geben von der
firhaltung der Gesamtenergie des Systemes aunl Grund der
localen darin stattfindenden Energieinderungen.

Wenn gar kein Resonator im Felde vorhanden ist, so
hehilt ein jedes der zweifach unendlich vielen elementaren
Strahlenbiindel beim geradlinigen Fortschreiten mit seiner
Intensitit auch seine Energie unverindert bel, auch bei der
Reflexion an einer als eben und absolut spiegelnd voraus-
gesetzten Grenzfliche des Feldes.

Jeder Resonator dagegen bhewirkt im allgemeinen eine
Aenderung der ihn treffenden Strahlembiindel. Berechnen wir
die ganze Energieinderung, die der oben betrachtete Resonator
in der Zeit d¢ in dem ihn umgebenden Felde hervorruft. Dabet
braucher wir nur diejenigen monochromatischen Strahlen :u
beriicksichtigen, welche der Schwingungszahl v des Resonators
entsprechen, da die iibrigen durch ihn gar nicht alterirt werdemn.

In der Richtung (#, ) wird der Resonator von einem
1rgendwie polarisirten Strahlenbiindel getroffen, dessen Intensitiit
durch die Summe der beiden Hauptintensititen ® und & ge-
geben ist. Dieses Strahlenbiindel lgsst, der Bedeutung des
Ausdruckes (36) gemiss, in der Zeit /¢ die Energie:

auf den Resonator fallen, und dadurch wird auf der Seite der
ankommenden Strahlen der nimliche Energiebetrag dem Felde
tutzogen, Auf der anderen Seite geht dafir vom Resonator
in derselben Richtung (%, ) ein in bestimmter Weise polari-
sirtes Strahlenbundel aus, dessen Intensitht durch die Summe
~der beiden Hauptintensititen & und & gegeben ist. Dadurch
\\’1rd dem umgebendenr Felde in der Zeit d¢ der Energiehetray

5%

Q7L &nde. T

ugefithyt,

" Im ganzen betragt also die in ver Zeit d¢ singetretenc
“lergieindernng des den Resomator umgebenden F Jdes, durch
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Subtraction des vorletzten Ausdruckes vom letzten und Ingg;
gration tther 402
8e¢*g 7 = iy /
dt. ..._.”., AR + /8 —§—&).
dar,)

Nimit man dazu die in derselben Zeit eingetretene Knergie,
inderung des Resonators:

d i

dt.

dqt’
s0 verlangt das Princip der Erhaltung der Energie. dass (s
Summe der letzten beiden Ausdriicke verschwindet, d. h. dag
d U 3¢t

+ [a0@ + " —g—)=0,

(40) at 4y,

und das ist in der That der Inhalt der beiden Gleichungen (23
und (33), wenn man berlicksichtigt, dass nach (38) und (39).

- s - v2 U . . 5 .
LR/ —-R'= (——f{'? — fRsin?w — § cos? w|sin® s,

% 17. Definition der elektromaguetischen Entropie.

Wir definiren jetzt, analog der fiir die totale Energie [
des Systemes aufgestellten Gleichung (26), eine neue Grisse§,
die ebenfalls durch den augenblicklichen Zustand des Systems
bestimmt ist und die wir die totale elektromagnetische Entropi
des Systemes nennen:

S::§S+fsdz.

Die Summation = ist wieder iiber alle Resonatoren, die In-
tegration tiber alle Raumelemente d = des durchstrahlten Feldes
zu erstrecken. Daher nennen wir § die Entropie eines einzelnen
Resonators und s die Entropiedichte in einem Punkte des
Feldes.

Die Entropie § eines Resonators mit der Schwingungs-
zahl » und der Knergie 0 definiren wir folgendermaassen:

U U

(41) S=— 1ogeby,

CIVVWV
wobei 2 und & zwei universelle positive Constanten bezeichnen,
deren Zahlenwerte im absoluten C.G.S.-System im folgenden |
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Abschnitt (§ 25) auf thermodynamischem Wege ermittelt werden;
¢, die Basis der natiirlichen Logarithmen, ist nur aus Ausseren
Zweckmissigkeitsgriinden hinzugefiigt.

Die réumliche Entropiedichte s in einem Punkte © des
durchstrahlten Feldes bestimmen wir ebenso wie die riumliche
Energiedichte » aus der Betrachtung aller Strahlen, die diesen
Punkt durchkreuzen. Wir schreiben namlich jedem Strahlen-
biindel ausser einer bestimmten Knergie auch eine bestimmte
Entropie zu, die sich mit dem Bundel zusammen fortpflanzt.
Denken wir uns, ganz ebenso wie im § 11, vom Punkte T
aus in irgend einer Richtung (%, ¢) eine kleine geradlinige
Strecke r gezogen und sowoh! im Anfangspunkt als auch im
Endpunkt der Strecke je ein Flichenelement, do und d¢’,
senkrecht zu » gelegt, so sei der Gesamtbetrag der Entropie,
welche in der Zeit 4¢ durch die Fliche d¢ der Fliche 44
zugestrahlt wird, gleich dema Ausdruck:

(42) de- 208

22

wobei Z, die Intensitdt der Entropiestrahlung in der Rich-
tung (9, ¢), auf sogleich niher anzugebende Weise von der
Beschaffenheit der Strahlung abhingt.

Wir setzen 7, ebenso wie K im & 11, gleich einer Summe,
deren Glieder durch die einzelnen monochromatischen in der-
selben Richtung fortschreitenden Strahlen bedingt werden, und
definiren die Intensitit der Entropiestrahlung eines mono-
thromatischen geradlinig polarisirten Strahles von der In-
tensitit @ durch den Ausdruck:

(43) _ & 1 U”c?:ﬁ G

a vy

Der heim Vergleich mit (41) hinter dem Logarithmuszeichen
auftretende Factor c?/»? ist durch die Gleichung (34) bedingt.
~ In dem allgemeinen Fall, dass der monochrematische
S‘trahl nicht geradlinig polarisirt ist, sondern die Hauptinten-
Sititen ® und @ hesitzt, betrigt die Intensitiit seiner Entropie-
strablung: ’

W ’

& Wtobei ¥ den Wert bedeutet, den der Ausdruck (48) fir &
zt_&tt % annimmt. Daher ist die (esamtiintensitit der Entropie-
Strablung in qer Richtung (. ¢):

N/
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L:fdu!+f;
und die riumliche Kniropiedichte, analog der Gleichung (97)]
.
e g
v 2

Sind speciell alle durch T gelenden Strahlen unpolarisiy”

und ihre Intensitit unabhingig von der Richtung, so wird @ < g
1

o

(44) L:?[dmﬁ

und: .

(4__)) &= 4”{‘ == d{_"’ -f(lp.‘;f.

O }
Die Bedeutung der vorstehenden Definition der elektm.g
magnetischen Entropie berubt daranf, dass mit ihrer Hiilf,
das Princip der Vermehrung der Entropie fiir die hier be.g
trachteten Strablungsvorgiinge als giiltig nachgewiesen werdey |
kann, und weiter darauf, dass die nimliche Definition, durc
eine Tdentificirung der elektromagnetischen mit der bekannte, |
thermodynamischen Entropie, zu einer thermodyramischen Dep. |
tung der elektromagnetischen Strahlungsvorginge, sowie zul
einer Formulirung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik |
fiir alle Erscheinungen der Wirmestrahlung fihrt. Daraus}
folgen dann unter anderem die Gesetze des stationfren Stral |
lungszustandes, in welchem die Kntropie den grossten Wen
annimmt, dessen sie nach den gegebenen DBedingungen ds!
Systemes fahig ist.
Der Beweis fiir die angegebenen Eigenschaften der elektro. |
magnetischen Entropie ist dann geliefert, wenn gezeigt werde
kann, dass in allen elektromagnetischen und thermodynamischen |
Processen die totale Entropie des Systemes zunimmt. Firdi|
hier betrachteten Strahlungsvorginge, die allerdings noch lang |
nicht die allgemeinsten sind, wird dieser Nachweis im fol
genden Paragraphen gefihrt und dadurch zugleich auch dera
irreversibler Charakter dargethan, wihrend die thermodyne
mischen Folgerungen erstim letzten Abschnitt Besprechung finden :
Ueber die Nothwendiglert dev gegehenen Definition dor
Entropie vgl. unten § 23,
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£ 18, Vermehrung der Entropie.

Wir wollen nun, auf Grund vorstehender Definition, die
Aenderung berechnen, welche die totale Entropie §, unseres
Systemes im Zeitelement d¢ erleidet. Wir halten uns dabei
genau an die analoge im § 16 fir die Energie des Systemes
durchgefithrte Rechnung.

Wenn gar kein Resonator im Felde vorhanden ist, so

behilt ein jedes der zweifach unendlich vielen Strahlenbiindel
beim geradlinigen Fortschreiten zugleich mit seiner Intensitét
seine Entrople unverindert bei, auch bei der Reflexion an
einer als eben und absolut spicgelnd vorausgesetzten Grenz-
fliche des Feldes. Durch die Strahlungsvorgiinge im freien
Felde kann also keine Entropieinderung des Systemes hervor-
gerufen werden. Dagegen bewirkt jeder Resonator im all-
gemeinen eine Kntropiedinderung der ihn treffenden Strahlen-
biindel. Berechnen wir die ganze Entropieinderung, welche
der oben betrachtete Resonator in der Zeit d¢ in dem ihn
umgebenden Felde hervorruft. Dabei brauchen wir nur die-
jenigen monochromatischen Strahlen zu beriicksichtigen, welche
der Schwingungszahl » des Resonators entsprechen, da die
ﬁbrigen durch ihn gar nicht alterirt werden.
- In der Richtung (i, ¢) wird der Resonator von einem
lrgendwie polarisirten Strahlenbiindel getroffen, dessen Energie-
strablung die Hauptintensititen ® und &, und dessen Entropie-
strahlung daher die Intensitit @ 4+ @ besitzt. Dieses Strahlen-
bitndel lisst, der Bedeutung des Ausdruckes (36) gemiiss, in der
Zeit d¢ die Entropie:

(¢ + @Y. dt. 36‘1(—;-(,/.(.)
41y

auf den Resonator fallen, und dadurch wird auf der Seite der
ankommenden Strahlen del niamlicke Entropiebetrag dem Felde
entzogen. Auf der anderen Seite geht vom Resonator in der-
selben Richtung (i, ¢) ein in bestimmter Weise polarisirtes
Strahlenbiindel aus, dessen Energiestrahlung die Hauptinten-
-siliiten @ ung S“”’. und dessen Kutropiesirahlung daher die
.(ntsplechende Intensitiat & 4 ¥ besitzt. Dadurch wird dem
“mgebenden Felde in der Ze1t d ¢ tie Enfrople:

s " .)1‘:6 ¥
W7yt L LD
4
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zugefiihrt. Im ganzen betrigt also die in der Zeit ¢ efy:’
getretene Entropieinderung des den Resenator umgebendey’
Feldes, durch Subtraction des vorletzten Ausdruckes vom letatey -
und Integration iiber 4 £2:

(46) de.3¢ Cofd =),

fa
Nimmt man dazu nach (41) die in derselben Zeit erfolgte‘
Entropie}:'mderung des Resonators:
1 JdU U
clf dt=— ar dt -lOg by’
so ergiebt sich durch Addition zu (46) und Summation iihe
alle Resonatoren die gesuchte Aenderung der totalen Entropj

des Systemes:
S atmdr. S0 (a0 s —g—gy = L ig U

di — | AT ¥ av di ° byl
Wir wolleu nun weiter den Nachweis fithren, dass dg
Ausdruck hinter dem Y-Zeichen stets positiv ist, Inbegriffey
den Grenzfall Null.
Zu diesem Zwecke setzen wir fir d U/d¢ den in (40) ge.
gebenen Wert und erhalten dadurch und durch Beriicksichtigung
der Bedeutung von & in (43):

d S, ERANG ﬁﬁ
d5=24ﬂ7;-f O &log 57 + ®log [

St"log- — @ log ¥ )

?_CT NCRPREY i

Es eriibrigt jetzt noch zu zeigen, dass der eingeklammerts
Ausdruck oder, falls man diesen mit der positiven Grosse c2/e (|
multiplicirt, dass der Ausdruck:

!
t

wloge + 3log 3 — ylogy — dlogéd,

wobel: .
o = i ﬁ ar ¢ ﬁ’
SREPIE A T el
5 e? & 3 i
[J = ___E FTOr - -
er? [ et 7

fir aile beliebigen Werte der positiven Grossen &, &, U, %, 0, |
wahrend & und & durch (38) und (39) gegeben sind, positivist
Nun haben wir fiir § nach (39):

. et Y ; . 2
d= sy {(ﬂ sinfe + & cos? o) cos?F + ,,,‘3, sin? 1’7*} i

oder nach (38): |
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s L?
~2

d = p:f[__ {(@ + & — ®cos? I 4 -7 sin? z‘}}
sin? ¢
SE

Daher liegt & zwischen dem Werte 1/e und dem Werte:
(47 o+ g —y =9,
Da nun fiir 0 = 1/e die Function — dlogd ibr absolutes

und einziges Maximum annimmt, so liegt — dlogd zwischen
diesem Maximalwert und dem Wert — d,logd,, d. h. es ist:

= (& 3 — y)cos? Y +

— dlogd > — d,log d,
oder:
wloge + Flog3 — ylogy — dlogd
> eloge + Jlog 3 — ylogy — &, log d,.
Um also das positive Vorzeichen des oberen Ausdruckes nach-
mweisen, genfigt es, dasselbe bei dem unteren Ausdruck zu
thun, Setzen wir die Summe:
124 + f’j’ = i,

so ist nach (47) auch die Summe:

7+ dy= 0.
Der zu untersuchende Ausdruck ist also:
8) [wlog e + (o — @) log (6 — &)] — [ylog 7 + (7 — og (s — )]
Betrachten wir jetzt das Verhalten der Function von a:

zlogz + (0 — 2)log (o — 2,
W0 o constant bleiben moge.
_ Diese Function erreicht ihr absolutes und einziges Minimum
fir o = o/{2, ihr Wert wird also um so kleiner, je niher 2
d_em Werte /2 riickt, einerlei ob x> oder < ¢/2. Nun
liegt nach (38) & zwischen & und &, folglich auch y zwischen
 und p",‘d. h. zwischen ¢ und ¢ — «, und daher liegt ;7 dem
‘ erte 5/2, als dem arithmetischen Mittel von ¢ und 3, niher
"(“‘15 ¢  Daraus folgt nach dem obigen, dass:

rlogy (5 — log(m — ;) < ewloge + (0 — )log (s — ),

W VRN .
nOillrch das positive Vorzeichen von {48) und somit die Ver-
e : : .

S-irung der ¥ntropie nachgewiesen ist.
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5 19. Bedingungen des stationéren Zustandes. o
Derjenige Zustand des Systemes, dem das absolute Maximui}t’-‘
der totalen Entropie entspricht, ist als stationfirer Zustand ,_
bezeichnen; denn nach dem Satz der Vermehrung der ]Lntrop,L
ist von ihm aus {iherhaupt keine Veréinderung mehr mglich :
solange von aussen keine Kinwirkungen anf das System o
folgen. Als notwendige Bedingung fur den stationiren g
stand ergiebt sich zunichst, dass die totale Kntropie sich yj |
der Zeit nicht mehr dndert. dass also alle Ungleichungen g
vorigen Paragraphen sich in Gleichungen verwandeln. Dig,
Bedingung wird, wie leicht einzusehen ist, elful]t, wenn fﬂi
alle Orte und fur alle Richtungen:

(49) S=F =R ==, 0

Wir nehmen daher im ganzen Felde alle Strahlen einer jeds,
Schwingungszahl als unpolarisirt und von gleicher Intensitat g

Aber die fiir das absolute Maximum der totalen Entropin
notwendigen Bedingungen gehen noch weiter. Es muss njp!
lich fiir jede unendlich kleine virtuelle Zustandsdnderung de;g
Systemes die Variation der totalen Entropie S, verschwinde
Denken wir uns also eine virtuelle Aenderung, die darin bg.E
steht, dass eine unendlich kleine Menge Energie von eine!
Resonator mit der Schwingungszahl » zu einem anderen I{e
sonator mit der Schwingungszahl », tibergeht, whhrend som:
alles unverindert bleibt, so muss sein:

38, =38+ 88 =0,
wenn § und 8§ die Entropien der beiden Resonatoren he
zeichnen. Dabel ist nach dem Energieprincip: i

SU + 8T, = 0.
Die erste dieser Gleichungen liefert nach (41): ;

[
1 U~ s i
— ————— f ==
log b o — log i dU, = 0. :
Folglich nach der zweiten Gleichung: i
|
1 v 1, T !
— 8=, gy ;
|

Setzen wir zur Abkiirzung:
1

1
(50) v logbv = %7
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so folgt aus der letzten Gleichung, da » ganz beliebig ist,
dass der Wert von +% im stationdren Zustand fir simmtliche
im System vorhandene Resonatoren der nimliche sein muss.
Da nun durch den Wert von U nach (49) auch der Wert
der entsprechenden Fnergiestrabhlung & im stationiren Zustand
gegeben ist, so hiangt der stationiire Zustand des ganzen
Systemes in allen seinen Teilen nur von einem einzigen Para-
meter «+ ab.

Wir wollen nun die Werte aller hier in Betracht kom-
menden Gréssen im stationiren Zustand durch diesen Para-
meter +% ausdriicken. Zunéchst folgt aus (50) fir die Energle
eines Resonators mit der Schwingungszahl »:

ar
U=bve *
sodann aus (49) fiir die Intensitit eines monochromatischen
geradlinig polarisirten Strahles von der Schwingungszahl »:

(51) G = b: Il
ferner aus (25) fiir die Intensitit der gesammten Energie-
strahlung in irgend einer Richtung:

C'! g-l

(52) K= 2] Qdp = 227
3

und sus (28) fir die riumliche Energiedichte des Feldes:
8)

e at
Dlese Energiedichte setzt sich aus den Energiedichten u der
einzelnen Schwingungszahlen in folgender Weise zusammen:

=)

u = fud:v,

e

b

8k 8§kt "";

=" = e *.

e e

. \‘ W pagegen ist die Entropie eines Resonators mit der
Pehwingungszahl + nach (41) und (50):
v 1y - “

y = R 3 N

§=4 ( g T ) e ;

S



i12 M. Pianck.

die Intensitit der Entropiestrahlung von der Schwingungszahj, " v ‘
nach irgend einer Richtung gemiss (48; und (51): :

. bv-
¥ o= €

et \ b‘ o « ) ’ o
d'c Intgnsltat der gesammten Entropiestrahlung nach irgen] |
einer Richtung gemiss (44): i
1
3 |
L=21VvYdr= !

8]
schliesslich die raumliche Dichtigkeit der Entropie des Felg,, |
nach (45):

(54) = 2L bfiﬁfﬁ;‘?s ,
£°

¢

bl

x
18682
ot

die sich aus den Entropiedichten & der einzelnen Schwingung,

zahlen folgendermaassen zusammensetzt:
[o o3

s = f%(/l’,
i i

th l
- §nQ Sab» | » 1 -
R
Dass bei den hier angegebenen Werten die totale K
tropie S, des Systemes wirklich ihr absolutes Maximum besitst
kann man leicht aus der Bildung der ersten und zweite
Variation von S, beweisen.

Dritter Abschnitt
Thermodynamische Folgerungen.
§ 20. Thermodynamische Entropie der Strahlung.

Sobald man die elektrodynamische Natur der Licht- und
Wiarmestrahlung anerkennt, gewinnt der im vorigen Abschnit
behandelte stationére Strahlungszustand eine principielle therme
dynamische Bedeutung. Denn nach einem von G. Kirchhofl
abgeleiteten und dann namentlich von Hrn. W. Wien!) i,
wichtigen Schlussfolgerungen benutzten Satze ist die Wirne|
strahlung, welche sich in einem rings von gleichmissig tew

1) W. Wien, Wied. Ann. 2. p. 133. 1894,
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perirten Korpern geniigender Dicke umschlossenen Vacuum
heraushildet, nicht abhingig von der Beschaffenheit der Kérper,
sondern vollkommen bestimmt durch einen einzigen Parameter:
die Temperatur. Die Strahlung ist also die nimliche, wie wenn
die umgebenden Korper sich gegen das Vacuum vollkommen
nschwarz verhielten.

Derselbe Satz gilt selbstverstindlich auch dann, wenn die
Winde des Vacuums absolut spiegeln und wenn die Korper
irgendwie im Vacuum eingebettet sind, vorausgesetzt nur, dass
aus jedem Spectralbezirk wenigstens an Einer Stelle des Systemes
Strahlen in endlichem Betrage emittirt werden. Ist némlich
diese letztere Bedingung nicht erfiillt, so kénnte im Vacuum
auch ein in gewissem Sinne labiler Strahlungszustand zu Staunde
kommen, in welchem einzelne Farben ganz fehlen.

Da nun pach dem genannten Satze die Zahl, die Grosse
und die Natur der im Vacuum bedndlichen emittirenden und
absorbirenden Ké&rper fiir die Beschaffenheit der stationiren
Strahlung véllig gleichgiiltig ist, so wird man ohne weiteres
zu dem Schlusse gedringt, dass auch der in dem vorhergehenden
Abschmitt behandelte stationiire Strahlungszustand  des Tacuums
die” Bedingungen der Strahlung des schwarzen Kirpers erfiillt,
yanz ohne Ricksicht anf” die Frage, ob die dort vorausgesetzten
elektromagnetischen FResonatoren mit den Centren der Wirme-
strahlung in  bestimmten wirklichen Kirpern eine grissere oder
gevingere Aehnlichheit aufweisen.

Zu demselben Schluss fihrt eine etwas aundere Ueber-
legung. Der zweite Hauptsatz der Wirmetheorie verlangt be-
k&nntlich, dass nicht nur der ruhenden, sondern auch der
_‘Sf?mhlenden Wiarme eine hestimmte Entropie zukommt™); denn

Wenn ein Korper Warme durch Ausstrahlung verliert, so nimmt
Selne Entropie ab, und es muss nach dem Princip der Ver-
mehrung der Entropie als Compensation anderswo eine Entropie-
“Unahme eintreten, die in dem genannten Fall ihren Sitz nur
M der entstandénen Warmestrahlung haben kann. Wenn nun
: 3el‘mische und elektromagnetische Strahlung identificiit werden,
tO.,.ble'ibt nichts {ihrig. als auch die thermische Strahlungs-
“Bttopie, die doch durch die Beschoffenheit der  Strabim

B Vel w Wien, L «

Abnale .
"aen der Phyik, v, Folge 1, 3
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selber vollstindig bestimmt sein muss, mit der elektmmagne
tischen vollstindig zu identificiren. Indem wir dies thy,
gelangen wir wiederum zu der Folgerung, dass der dem ahy:
luten Maximum der Entropie entsprechende stationre Strgy -
lungszustand zugleich den Gleichgewichtszustand der Wiy, -
strahlung, also die Strablung des schwarzen Korpers ergiely

Aus der Identificirung der thermodynamischen mit del:'
elektromagnetischen Entropie fliessen nun eine Reihe won B,
ziehungen zwischen thermischen und elektrischen (Jrossen
deren wichtigste in den folgenden Paragraphen besptochen
werden sollen.

1

|
% 21. Elcktromagnetische Definition der Temperatur, !

Durch die Entropie eines im thermodynamischen Gleig), fl
gewicht befindlichen Systemes ist auch seine Temperatur be. !
stimmt. Denn die absclute Temperatur ist das Verhaltms[
einer unendlich kleinen, dem System zugefithrten Walmemenge .
7u der dadurch verursachten Entropiefinderung, falls das Systey | J
withrend der Zustandsinderung im thermodynamischen Gleigh. |
gewichf gehalten wird, Nehmen wir also etwa die Volumey
einheit des von der stationdren Strahlung erfiillten Vacuang
und halten das Volumen constant und die Strahlung stationi,
30 ist die Energie des Systemes x, und der Betrag einer dew
System zugefithrten unendlich kleinen Wiarmemenge gleich der
Energieinderung, alse nach (53):

oy — 192709° 9,

c®at {
‘
|
|

terner die dadurch verursachte Aenderung der Entropie s desJ
Systemes nach (H4): ]

wso die absolute Temperatur gleich dem Verhaltnis:

du:ds =t ::

t

Die absolute Temperatur des im stationiren Strahlungszusta
hefindlichen Vacuums ist also nichts anderes als der im §1”"‘
eingefithrte rein elektromagnetisch definirte Parameter i, v
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welchem alle Eigenschaften dieses Zustandes in der dort schon
perechneten Weise abhingen. Daher ist nach (51) die reciproke
Temperatur eines geradlinig polarisirten moenochromatischen
Strahles von der Schwingungszahl » und der Intensitat ®:

1 1 b

AR TRIT

Wenn die Bedingungen des stationdren Zustandes nicht
erfilllt sind, sondern wenn beliebige Strahlungsvorginge im
Vacuum stattfinden, so kann man nicht mehr von der Tem-
peratur eines bestimmten Ortes, ja nicht einmal mehr von der
Temperatur der Strahlung in einer bestimmten Richtung reden,
sondern man muss jedem einzelnen geradlinig polarisirten
monochromatischen Strahl eine hesondere Temperatur =zu-
schreiben, welche durch seine Intensitdt und durch seine
Schwingungszahl nach der letzten Gleichung bestimmt ist.l)
Diese seine Temperatur behilt der Strahl beim Fortschreiten
zugleich mit seiner Intensitdt unverindert bei, auch wenn er
z. B. durch einen Brennpunkt hindurchgeht, solange, bis er
geteilt oder absorbirt wird.

Andererseits besitzt jeder Resonator eine ganz bestimmte,
durch (50) gegebene Temperatur. Der stationire Strahlungs-
zustand kann dann auch dadurch charakterisirt werden, dass
alle Resonatoren und alle monochromatischen Strablen des
Systemes die namliche Temperatur besitzen.

§ 22, Abhiugigkeit der Gesammtstrahlung von der
Temperatur.

. Dig Gesammtintensitit der Energiestrahlung nach irgend
emer Richtung ist gegeben durch den Ausdruck von X in (52,
Welc.her, insofern er der vierten Potenz der Temperatur pro-
Portional ist, das bekannte Stefan-Boltzmann’sche Gesetz
Musspricht, dessen Giiltigkeit auf thermodynamischem Wege von
. I, Boltzmann?) begrindet wurde und neuerdings durch

v

1 I?ie Notwendigkeit einer derartigen Erweiterung des Temperatur-
- ﬁ;‘«‘: 1st wohl zuerst von Hrn. E. Wiedemann betont worden. Wied,
2% P. 448, 1888; vgl. auch W. Wien, L c. p. 132,
2 L. Boltzmann, Wied. Amn. 22, p. 281, 1884,

begri
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die Untersuchungen der Herrsn O. Lumwmer und E. Prings;
hieim'), wenigstens lunerhalb des Temperaturintervalls vy
¢ = 290" his ¥ = 1560°, eine merklicke experimentelle B,

stiitigung erhalten hat.

£ 28 Verreilung der Energie im Normalspectrum.

Dus Gesetz, nach welchem sich bei der stationfiven Sty

lung die Gesamtstrablungsintensitit A auf die Stmhlungs_

intensititen & der einzelnen Schwinguugszahlen verteilt) iy

gegeben durch die Gleichung (31). Da dieses Gesetz gewdhy.

lich nicht ant Schwingungszahlen r. sondern auf Wellenlingey

bezogen wird. so wollen wir auch hier die bezigliche Uy,

formung vornehmen, indem wir mit £ d/7 die gesamte (u.
polarisirte) zwischen den Wellenlingen 4 und 4 4+ dZ gelegey,
Strabhlung in irgend einer Richtung bezeichnen. Dann jg
ar Y ¢
nach (23): - - :
A‘=2Jﬁdw=fj:‘,-,d}.. :

: p

Folglich, wenn wan im ersten Integral statt » ,

"

|
p—— ;
I E

als Integrationsvariable einfiihrt, da:

cdh
di= - ;_, »
e o ’
- - ;
/Eidxzch-%da, 5
5 i
und daraus folgt:
. 2¢e
L= """
Py
oder nach (31}, mit Einfihrung von 7 statt »:
; M _ .El t
(B5) Eo=- " e b

Dies ist genau das von Hrn. W. Wien?) aufgestellte Energic
vertellungsgesets, dessen wenigstens angeniherte (Fitltigkeit ge
rade in neuerer Zeit durch die fortgesetzten Untersuchungw

1) U, Lummer v. E. Pringsheim, Wied. Ann. 63. p. 385, 1895
21} W, Wien., Wied. Ann. 38, p. 652. 1896,
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der Herren ¥, Paschen?!), F. Paschen und H. Wanner?),
0. Lummer und K. Pringsheim?® dargethan worden ist.
Hr. Wien hat sein Gesetz auf Grund gewisser Voraus-
setzungen tber die Zahl der in der Volumeneinheit befind-
lichen Strahlungscentren und iiber die Geschwindigkeit ihrer
Bewegung abgeleitet; in der hier entwickelten Theorie spielen
diese Grossen keine Rolle, sondern das Gesetz erscheint als
eine notwendige Folge der imm § 17 aufgestellten Definition
der elektromagnetischen Kntropie der Strahlung; die Frage
nach der Notwendigkeit des Gesetzes fillt also zusammen
wit der Frage nach der Notwendigkeit jener Definition., Ich
habe mich wiederholt bemiiht, den Ausdruck (41) fur die
clektromagnetische Kntropie eines Resonators, durch welchen
dann auch der Ausdruck (43) fiir die EKntropie der Strahlung
hedingt ist, so abzuindern bez. zu verallgemelnern, dass er immer
noch allen theoretisch wohlbegriindeten elektromagnetischen und
thermodynamischen Gesetzen Geniige leistet, aber es ist mir dies
nicht gelungen. So z. B. kinnte man die Entropie eines Re-
sonators statt durch (41) allgemeiner folgendermaassen definiren:
[0 U
: §=— Fatl] ) 10g r[-'(r) ’
wobel f(») und ¢ {¥) unbestimmte positive Functionen der
Schwingungszahl » sind. Dann wiirde zwar bei den im § 18
untersuchten elektromagnetischen Vorgingen das Princip der
Vermehrung der Kntropie erfiillt, aber man erhielte dann statt
(50) als reciproke Temperatur des Resonators den Ausdruck:
1 1 el

== og TS
! # fiy gl
also:
ros
=Y 28] e 7
‘{Hd als Energieverteilungsgesetz aus (40} statt (51):

P Paschen, Wied. Ann. 60, p. 652, 1597; Sitzungsber. d. k.
ad. d. Wissensch, zu Berlin p. 403, p. 893, 1899,
] 2 F.Paschen u. H. Wanner, Sitzunesher. d. k. Akad. d. Wissensch.
M Berlin p, 5. 1599,
(;(’Sellseho' Lummer u. E. P 1‘ingsh‘eim, Verkandl. d. Deutsch, Physikal.
Yiss, T".b'll P 28, p. 215, 13988 Vgl f.erner H. Beckpiann, Inaug.-
den (’irp'ulmgen 1898 und H. Rubens, Wied. Ann. 69. p. 582. 1899, In
Gesoty “l letztgenannten Arbeiten 'Wsrden Abweichungen vom Wien’'schen

gefunden, {Aam. bei d. Corr.

Al
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Dies ist nun gerade diejenige Form des Energieverty,
tungsgesetzes, zu welcher Hr. Wien auf Grund der obey o
wihnten Voraussetzungen gelangte und von welcher er nach
gewiesen hat, dass sie auf Grund zuverlissig begriindety,
Schlussfolgerungen zu der speciellen von ihm angegebenen Fory °
fibrt.

Versueht man dagegen irgend eine von (586) abweicheng,
Form des Energieverteilungsgesetzes zu Grunde zu legen g |
berechnet daraus riickwirts den Ausdruck der Entropie, g |
trifft man immer auf Widerspriiche mit dem im § 18 be. -
wiesencn Satze der Vermehrung der Entropie. ‘

Ieh glaube hieraus schliessen zu missen, dass dje |
§ 17 gegebene Definition der Strahlungsentropie und dapy '
auch das Wien’sche Energievertheilungsgesetz eine pg, |
wendige Folge der Anwendung des Principes der Vermehry, *
der Entropie auf die elektromagnetische Strahlungstheorie i
und dass daher die Grenzen der Giltigkeit dieses Gesetse,
talls solche @iberhaupt existiren, mit denen des zweiten Haupt.’;
satzes der Wirmetheorie zusammenfallen, Natiirlich gewinu:;
eben dadurch die weitere experimentelle Priifung dieses Ge |
setzes ein um so grisseres principielles Interesse.

|
H
|
|

§ 24. Strahlung in einem beliebiger Medium,

Wenn die Resonatoren nicht im Vacuum, sondern i
einem beliebigen diathermanen Medium eingebettet sind, u’
erleiden die oben abgeleiteten Formeln dadurch eine Ab
anderung, dass statt der Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vacuum_f
die im Dielektricum ¢ auftritt. Demgemiss betrigt in einen’
solchen Medium' die Gesamtstrahlungsintensitiit eines schwarz’
Korpers von der Temperatur 9 nrormal zu seiner Oberflic
nach (52): ’

. 1259
A = 120U
¢t
oder:
P I
A/\ = T .
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D. h. die Strahlungsintensititen des schwarzen Korpers in
zwel verschiedenen diathermanen Medien bei der nimlichen
Temperatur verhalten sich umgekehrt wie die Quadrate der
Lichtgeschwindigkeiten, — der bekannte, zuerst von G. Xirch-
hoff, spater von R. Clausius bewiesene Satz.

Hierbei mag noch auf den bekannten Umstand hingewiesen
werden, dass ein Korper, der im Vacuum schwarz erscheint,
diese Kigemschaft notwendig verliert, wenn er in ein Medium
mit einer von ¢ verschiedenen Lichtgeschwindigkeit gebracht
wird, Ob also ein K&rper schwarz ist oder nicht, hingt nicht
allein von seiner eigenen Beschaffenheit ab, sondern auch von
der des angrenzenden Mediums. Aus diesem Grunde diirfte
es fir die Klarheit der Ausdrucksweise in manchen Fallen
{6rderlich sein, in erster Linie nicht von schwarzen HRorpernt,
sondern von schwarzen ,,Oberfliichen* zu sprechen: das sind
solche Oberflichen, an denen keine Reflexion stattfindet. Das
Kriterium eines schwarzen ,,Korpers ist verwickelter: es ge-
hért dazu notwendig erstens eine schwarze Oberfiiche, zweitens
aber auch fiir jede Strahlenart eine gewisse Dicke des Korpers,
deren Mindestbetrag durch das Absorptionsvermogen der Sub-
stanz fiir diese Strahlenart bestimmt wird. Durch die Trennung
dieser beiden fiir den Begriff des schwarzen Kbrpers wesent-
II.Chen, voneinander aber ganz unabhingigen Bedingungen wird
die Verschiedenheit der physikalischen Vorgiinge an der Grenze
und derer im Innern schirfer zum Ausdruck gebracht. Deun
tuch bei den stark absorbirenden und emittirenden Substanzen
180 kaum eine andere Auffassung méglich, als dass ithre Strah-
_l‘mg nach aussen nicht von ihrer Oberfliche, sondern aus ibrem
lonern stammt, und dass die Oberfliche lediglich die Be-
deuhmg hat, die von innen kommenden Strahlen theils durch

eflexion in das Innere zurfickzuwerfen, theils durch Refraction

N

" A
ach aussen gustreten zu lassen. )

—

AUtorizl‘Dlgsc Auﬂ'asslmg'“ﬁndet sich niher ausgefithrt bei folge{l_dt’“

Am, 17'. - ?Ommel, Wied. Ann. 10, p. 449. 1880; E. Lecher, Wied.

van \’Ve.t P- 477 1882, P. H. Dojes, Verhandelingen der Kon. Akad.

N f;lsch. .funsterdam, 1. Sectie 3. Nr. 4, 1896 (Wied. Beibl 20,

n. 438.‘1899(.;); Smo]uch?wski de Smolan, Journ. de Phys. (3) 5.

. baup, W'ﬁ, W. von Uljanin, Wied. Ann. 62. p. 5280 1307 . Kurl
v Wied. Ann. 67, p. <46. 1899,
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s 23, Zahlenwer:ze.
e Werte der universellen Constunten « und & lasgeﬂf
sich wmit Hilfe der vorliegenden Messungen mit ziemlicher Ay
niherung berechuen.
He. F. Kurlbaum?) hat gefunden, dass, wenn man wit g
die gesamte Mnergle bezeichuet, die von 1 gem eiues &H%
¢ C. hefindlichen schwarzen Korpers in 1 Sec. in die Lyg
gestrahlt wird:
Sepw — 8, = 001763 g-Cal.
Andererseits betrigt nach (32) die gesamte von der Flichey,
einheit eines schwarzen Korpers in der Zeiteinheit nach allg,
Richtungen des Halbraumes ausgestralilte Energie:

2 a2

. . - o |
I NeosHd2 =K f d e [ oS sin At e A = 1 i f’q""f -
+ . i L)
i i
N {

Folglich, wenn das mechanische Wiarmeiiquivalent zu 418.1¢
angenommen wird, im absoluten C.G.5.-Maasse:
ErbBIE 2 0,01768.419.107

e?

I
=

oder, da ¢ = 3.10%":
y

(BT . =1218.107,

Ferner ist von Hrn. F. Paschen?) als Mittel aus seine
besten Beobachtungen der Wert der Constanten im Expe
nenten der Wien’schen Formel (55) zu 14455 [u x Celsiusgrad]
Dies ergiebt, bezogen auf Centimeter;

ac = 1,4455

angegeben worden.

oder: @ = 0,4818.10-1(sec x Celsinsgrad]

und daraus nach (37):

§ 26. Natiirliche Maasseinheiten.

Alle bisher in Gebrauch genommenen physikalischen Maass |
systeme, auch das sogenannte absolute C.G.8.-System, verdanke |

1y . Kurlbaum, Wied. Anun. 65, p. 754, 1895,
2) F. Pasechen, Sitzongsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin

p. 419, 1399,

!

i
H
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iwen Ursprung insofern dem Zusammeutreffen zufdlliger Um-
stinde, als die Wahl der jedem System zu Grunde liegenden
Kinheiten mnicht nach allgemeinen, notwendig fiir alle Orte
uwl Zeiten Ledeuiungsvollen Gesichitspunkten, sondern wesent-
lich mit Rilcksicht auf die speciellen Bediirfnisse unserer
irdischen Cultur getroffen ist.  So sind die Einkeiten der Linge
nid der Zeii aus den gegenwirtigen Dimensionen und der
segenwirtigen Bewegung unseres Planeten hergeleitet worden,
ferner (ie Einheit der Masse und der Temperatur aus der
Dichte und den Fundamentalpunkten des Wassers, als derjenigen
Ilissigkeit, die an der Erdoberfliche die wichtigste Rolle spielt,
genommen bel einem Druck, der der mittleren Beschaffenheit
ler uns nmgebenden Atmosphiire entspricht.  An dieser Willkiir
wiirde principiell auch nichts Wesentliches ge&ndert werden,
wenn etwa zur Langeneinkeit die unverfinderliche Wellenlinge
des Na-Lichtes genommen wiwrde. Denn die Auswahl gerade
tes Na water den vielen chemischen Elementen kimute wiederum
nur etwa durch sein hiufiges Vorkommen auf der Erde oder
viwa durch seine fiir wiser Auge glinzende Doppellinie, die
keineswegs einzig in ihrer Art dasteht, gerechtfertigt werden.
s wirve dalier selr wohl denkbar, dass zu einer anderen
Z_Ci‘[, unter verdnderten HAusseren Bedingungen, jedes der
lflsher in Gebrauch gencmmenen Maasssysteme seine urspriing-
liche natiirliche Bedeutung theilweise oder ginzlich verlieren
wiirde,

Dem gegenfiber diirfte es nicht ohne Interesse sein zu
}’Gmerken, dass mit Zuhitilfenahme der beiden in dem Aus-
Tk (41) der Strahlungzentropie auftretenden Constanten «
Em(-l 4 die Méglickkeit gegeben ist, Einheiten fiir Lauge, Masse,
ée)t' tnd Temperatur aufzustellen. welche, unabhingig von
:l>§clellen Korpern oder Substanzen, ilire Bedeutung fiir alle
éiﬁ?eund tiir aue. auch ausserirdische und aussermensch]ioﬂhe
_ 7\’11;1 notA\\'en(‘hg j)ehaltgn und welche ”daher als ,,natir-

- Maassemheitent bezeichnet werden kénnen.

. DW‘Mittel zur Festsetzung der vier Emheiten fiir Lange,
;r‘(\l\i?ﬁ]’lfﬂit«un(I. "l‘emperz-uur‘ x:'erden gegeben du}mh fh? heiden
;idmlﬂrzHﬂ(:onstanten « Tfmil_ b, 'feruevr durch die (Grisse der
"o der Pnanzllmg‘sgeschwmmgkeilt ¢ oim Vacum? 311(1'durch
+ brravibutionsconstante f. Bezogen aunl Centimeter,
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(Framm, Secunde und Celsiusgrad sind die Zahlenwerte d]eser.
vier Constanten die folgenden:
a=0,4818.10-%[sec x Celsiusgrad],

B f
b= 6,885,105 | F
L Se¢ ]
¢ =8,00. 100 T,
3 i
£ = 6,685.10-% [ffi"-;J. g :’
o osec?

|
Wahlt man nun die ,natiirlichen Kinheiten* so, dass in demf
neuen Maasssystem jede der vorstehenden vier Constanten dey |

Wert 1 annimmt, so erhilt man als Einheit der Lange g,

Grosse: B
1/,%:4,13.10—35 e, !
4

als Kinheit der Masse:

bf” = 5,56.10-7 g,

als Einheit der Zeit:

]/i;f= 1,38.10-% sec, ‘
|
i
i
|

als Kinheit der Temperatur:
al_/ . =8,50.10%° (.,

Diese Grossen behalten ihre natiirliche Bedeutung solaug: |
bei, als die Geseize der Gravitation, der Llchtfortpﬁanzung’
im Vacuum und die beiden Hauptsiitze der ‘Wirmetheorie inf
Giltigkeit bleiben, sie miissen also, von den verschic—zdienstuI
Intelligenzen nach den verschiedensten Methoden gemess,
sich immer wieder als die nimlichen ergeben. 5

1) F. Richarz u. O. Krigar-Menzel, Anhang zu den Slrzungsb\r
d. k. Akad. d, Wissensch. zu Berlm 107, p. 110. 1898; im Auszug: Wuﬂ
Ann. 66. p. 190, 1898.

(Eingegangen 7. November 1899.) i



